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Apresentação 


Fundamentos de Matemática Elementar é uma coleção elaborada com o objetivo de ofere- 
cer ao estudante uma visão global da Matemática, no ensino médio. Desenvolvendo os programas 
em geral adotados nas escolas, a coleção dirige-se aos vestibulandos, aos universitários que ne- 
cessitam rever a Matemática elementar e também, como é óbvio, àqueles alunos de ensino médio 
cujo interesse se focaliza em adquirir uma formação mais consistente na área de Matemática. 

No desenvolvimento dos capítulos dos livros de Fundamentos procuramos seguir uma or- 
dem lógica na apresentação de conceitos e propriedades. Salvo algumas exceções bem conheci- 
das da Matemática elementar, as proposições e os teoremas estão sempre acompanhados das 
respectivas demonstrações. 

Na estruturação das séries de exercícios, buscamos sempre uma ordenação crescente de 
dificuldade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a questões que envolvem outros 
assuntos já vistos, levando o estudante a uma revisão. A sequência do texto sugere uma dosagem 
para teoria e exercícios. Os exercícios resolvidos, apresentados em meio aos propostos, preten- 
dem sempre dar explicação sobre alguma novidade que aparece. No final de cada volume, o aluno 
pode encontrar as respostas para os problemas propostos e assim ter seu reforço positivo ou 
partir à procura do erro cometido. 

A última parte de cada volume é constituída por questões de vestibulares, selecionadas dos 
melhores vestibulares do país e com respostas. Essas questões podem ser usadas para uma 
revisão da matéria estudada. 

Aproveitamos a oportunidade para agradecer ao professor dr. Hygino H. Domingues, autor 
dos textos de história da Matemática que contribuem muito para o enriquecimento da obra. 

Neste volume, em que é estudada a Trigonometria, fizemos mudanças substanciais na orde- 
nação do conteúdo, procurando ser mais graduais na abordagem das questões de aprendizagem 
complicada. O texto é desenvolvido em três níveis de profundidade: a Trigonometria no triângulo 
retângulo, a Trigonometria na circunferência e a Trigonometria no ciclo. Como é inevitável em abor- 
dagens em “espiral”, ocorrem repetições toda vez que um assunto é retomado e aprofundado; 
entretanto, isto é preferível a uma abordagem prematura do assunto central do livro: as funções 
circulares. 

Finalmente, como há sempre uma certa distância entre o anseio dos autores e o valor de 
sua obra, gostaríamos de receber dos colegas professores uma apreciação sobre este trabalho, 
notadamente os comentários críticos, os quais agradecemos. 
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Revisão inicial 
de geometria 


1. Semirreta 


Semirreta é cada uma das partes em que uma reta fica dividida por um de seus 
pontos. 


semirreta Оа" semirreta Oa' 


а" О а' 


а 


Outra forma de representar: 


а" В О А а' 
Оа'= ОА e Oa" = OB 
2. Angulo 


Ângulo é a reunião de duas semirretas de mesma origem mas não contidas na 
mesma reta. 


lados do ângulo: ОА e ОВ 


vértice do ângulo: O 


абр ou АОВ 
ângulo: 4 рба ou BÔA 
0 
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É comum escrevermos letras ou 
números para representar ângulos. 


3. Ângulo nulo e ângulo raso 


: 2 ângulo nulo a=b 
Em particular, se Oa e Ob coinci- с —=__ 
dem, dizemos que elas determinam um 
ângulo nulo. | _ f oo % 
Se as semirretas sào opostas, di- « % 
. . Р it 
zemos que determinam dois ângulos b о О 2 5 
У, 
rasos. €, op? 


4. Interior de ângulo — ponto interno 


Interior do ângulo AÔB é a interseção 7 
de dois semiplanos abertos, а saber: A Ай 
yi 

a' com origem na reta OA e que contém o ho Ë "m 

ponto B e 2 ^"... add 
B' com origem na reta OB e que contém o 2408 

ponto A. jud b 

^ в “з 


Interior de АОВ = a' N B' < 


Os pontos do interior de um ângulo são pontos internos ao ângulo. 


5. Exterior de ângulo — ponto externo 


Exterior do ângulo AÔB é o conjunto 


dos pontos que não pertencem nem ao ап- =... А о,” 
gulo АОВ nem ao seu interior. g^. p 
dd 
205 o ON 
1281 MEN 
ai.” 57% 
b p" ж 
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O exterior de АОВ é a reunião de dois semiplanos abertos, a saber: 


a" com origem na reta OA e que não contém o ponto B e 


В" com origem na reta OB e que não contém o ponto A. 


Exterior de АОВ = a" U B" 


Os pontos do exterior de um ângulo são pontos externos ao ângulo. 


6. Angulos consecutivos e ângulos adjacentes 


Dois ângulos são consecutivos se um lado de um deles é também lado do 


outro. 


A 


АОВ е АОС são consecutivos 


(OA é lado comum) 


АОВ e BÔC são consecutivos 


(OB é lado comum) 


A 


AÔC e BÔC são consecutivos 


(OC é lado comum) 


Neste caso, em particular, os ángulos, 
além de consecutivos, são adjacentes porque 
não têm pontos internos comuns. 


АОВ e BÔC são adjacentes 


Fundamentos de Matemática Elementar | 3 


REVISÃO INICIAL DE GEOMETRIA 


1. Comparação de ângulos — congruência 


Dados dois ângulos aBc e dEf, podemos transportar o ángulo dEf sobre 
aBc, de tal forma que a semirreta Ed coincida com a semirreta Ba. 
Surgem, entáo, trés hipóteses: И 


12) Ef é semirreta interna а aBc 
Então аВс > dEf 


+ 


rn 
M 
w 
o 
M 
e 


22) Ef é semirreta externa а aBc 
Então aBc < dÊf 


с 


3º) Ef coincide сот Вс 
Então айс = dËf 
Neste caso, os ângulos aBc 
e dEf são congruentes 
(símbolo =). 


8. Soma de ângulos 


Dados dois ângulos aBc e авг, transportamos dEf de tal forma que Ed = Bc e Ef 
seja externa а aBc, isto é, que aBc e dEf sejam adjacentes. 


° f 


B E 


aBf = aBc + dËf 


O ângulo aBf assim obtido chama-se ángulo soma de айс е dÉf. 
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9. Unidade de medida de ângulos 


Consideremos um ângulo raso АОВ. 
Podemos dividir esse ângulo em 180 partes iguais. 


Chama-se ângulo de 1º (um grau) o ângulo que corresponde a 156 do ângulo 
raso. 
Os submúltiplos do grau são o minuto e o segundo. 


Um minuto (1") é o ângulo correspondente а E do ángulo de um grau. 


419 


чт 


Um segundo (1") é о ângulo correspondente а 5 do ângulo de um minuto. 


10. Medida de um ângulo 


Medir um ângulo significa verificar quantas unidades de medida (1º) cabem no 
ângulo dado. 


Exemplo: 


A medida do ângulo aÓb [m(aÓb)] é: 
m(aÓb) = 20 - 1º = 20º 
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11. Ângulos suplementares 


Dois ângulos são suplementares se, e somente se, a soma de suas medidas 
é 180º. 
Um deles é o suplemento do outro. 


т(АОВ) + m(RŠT) = 180º 
АОВ e RST são suplementares. 
АОВ ёо suplemento de RST. 
RST é o suplemento de АОВ. 


12. Ângulo reto 


Se dois ângulos são adjacentes, suple- 
mentares e têm medidas iguais, então cada 
um deles é chamado ângulo reto e sua me- 90º 90º 
dida é 90º. 


13. Ângulo agudo e ângulo obtuso 


O ângulo cuja medida é menor que 90º 
é chamado ângulo agudo. 


Chama-se obtuso o ângulo cuja me- 
dida está entre 90º e 180º. 


: 


obtuso 
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14. Ângulos complementares 


Dois ângulos são complementares se, e somente se, a soma de suas medidas é 


90º. 
Um deles é o complemento do outro. 
D 
E R 
C 
P Q 


m(CDE) + m(PQR) = 90º 
CDE e РОВ são complementares. 
CDE é o complemento de РОВ. 
POR é o complemento de CDE. 


15. Triángulo 


Trés pontos A, Be C, náo colineares, determinam trés segmentos de reta: AB, BC 
е АС. 


A reunião dos segmentos de reta АВ, ВС e АС é chamada triângulo ABC. 


A 


AABC = AB U BC U АС N 
B a 
C 


Elementos do triângulo АВС: 

vértices: А,В,С 

lados: AB, BC, AC 

medidas dos lados: m(AB) = c (ou AB = c), m(BC) = a (ou BC = a), m(AC) = b 
(ou AC = b). 

ângulos: ВАС, АВС, АСВ (internos) 
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16. Semelhança de triângulos 


9 B D 
F 
Dois triângulos são semelhantes (símbolo ~) se, e somente se, possuem os trés 
ângulos ordenadamente congruentes e os lados homólogos proporcionais. 
Observação: 


Dois lados homólogos são tais que cada um deles está em um dos triângulos e 
ambos são opostos a ângulos congruentes. 


Para os dois triângulos acima, os pares de lados homólogos são: aee; bef;ced. 
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Razões trigonométricas 
no triângulo retângulo 


I. Triângulo retângulo: conceito, elementos, 
teorema de Pitágoras 


1Z. Sabemos que um triângulo é retângulo quando um de seus ângulos internos 
é reto. 


B A 
с € 
A b C B a С 
18. Como é habitual, vamos utilizar a notação seguinte рага os elementos de um 
triângulo ABC: 


lados: AB, BC, AC 


ângulos internos: ВАС, АВС, ACB 


medidas а = medida de ВС medidas А = medida de ВАС 
dos lados: b = medida de АС dos ângulos: B = medida de ABC 
c = medida de AB C = medida de ACB 
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19. Sempre quetratarmos de um triângulo ABC retângulo, daqui por diante estaremos 
pensando que o ângulo interno À mede 90º. 

Sabemos que o lado ВС, oposto ao ângulo reto, é chamado hipotenusa e os lados 
AB e AC, adjacentes ao ángulo reto, são chamados catetos do triángulo ABC. 

Para simplificar nossa linguagem, diremos que o triângulo ABC tem hipotenusa 
a e catetos b e c, isto é, vamos atribuir a BC, AC, AB suas respectivas medidas a,b e c. 
Analogamente, diremos que os ángulos internos do triângulo são A,B e C. 


20. Teorema de Pitágoras 


O quadrado da hipotenusa é igual à soma dos quadrados dos catetos. 


II. Triângulo retângulo: razões trigonométricas 


21. Dado um ângulo agudo B, vamos marcar sobre um de seus lados os pontos A,, 
A», Az, ... € vamos conduzir, por eles, as perpendiculares А,С,, A; 2: АзС-, ... (conforme 
figura abaixo). 


Os triângulos ВА,С,,ВА.С,, BASC, ... são todos semelhantes entre si. Então decor- 
rem as seguintes relações: 


1%) AC = АС = АзСз =... (fixado В, о cateto оровіо а Веа hipotenusa são direta- 
BC, BC, BC, mente proporcionais) 

2%) ВА; _ E BA), — = BAs =... (fixado B, o cateto adjacente a Bea hipotenusa são direta- 
BC, BC, BC, mente proporcionais) 
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3º) А.С; АС АзСз (fixado В, os catetos oposto e adjacente a B são diretamente 
BA, BA, ВА, proporcionais) 
4º) BA, = ВА, = BAz = ... (fixado B, os catetos adjacente e oposto a B são diretamente 


AC, AC AC, ` proporcionais) 


em que A,C, = medida de A,C, 
BC, = medida de BC, 


AC, = medida de A-C. e assim por diante. 


Verificamos que as relações anteriores não dependem do tamanho dos trián- 
gulos ABA,C,, АВА,С,, ABAsC,, ..., mas dependem apenas do valor do ángulo B. 


22. Considere o triángulo retángulo a seguir: 


Fixando um ângulo agudo B, temos as relações 
a seguir: 


1%) Seno de um ângulo agudo é a razão entre o cate- 
to oposto ao ángulo e a hipotenusa. 


2%) Cosseno de um ángulo agudo é a razão entre о 
cateto adjacente ao ángulo e a hipotenusa. 


3º) Tangente de um ângulo agudo é a razão entre о 
cateto oposto ao ángulo e o cateto adjacente ao 
ângulo. 


4º) Cotangente de um ângulo agudo é a razão entre 
o cateto adjacente ao ângulo e o cateto oposto ao 
ângulo. 
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. Dado o triângulo ABC, retângulo em A, calcule: 


a) sen B е) sen С © 
b) cos B f) cos E - 
c) tg B g) tg Ĉ ы 
d) cotg В h) сою С 
А 12 B 
. Dado o triângulo retângulo CDE, reto em C, calcule: 
a) sen D е) sen É Ч 
р) cos Б f) cos E 
c) tg Ó g) tg Ë 5 
0) со D h) сою Е 
Е 4 ë 


. Calcule as razões trigonométricas seno, cosseno, tangente e cotangente dos 
ângulos agudos do triângulo retângulo em que um dos catetos mede 3 e a hipo- 
tenusa 2/3. 


. Num triângulo ABC reto em A, determine as medidas dos catetos, sabendo que a 


hipotenusa vale 50 e sen B- 2. 


. Na figura ao lado, a hipotenusa B 
mede 2417 e cos B = ээ 
2417 
Calcule os catetos. 
A C 


. Seja ABC um triângulo retângulo em A. São dados tg В- ES e hipotenusa a — 6. 
Calcule os catetos b e c. 
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III. Relações entre seno, cosseno, tangente e 
cotangente 


23. Relação fundamental 
De um triângulo ABC, retângulo em A, sabemos: 


С ^ b ^ с 2 
sen B = Рт: соѕ В = E епідо: 


а ^ ^ 
b b=a-senB;c=a-cosB 


A B 
c 


De acordo com o teorema de Pitágoras, temos b2 + c2 = а2. Então: 
(а · ѕеп В)2 + (а. cos В)? = а? 


a? - ѕеп2 В + a? - cos? В = а? 


Portanto, vem a relação fundamental: | sen? B + cos? B = 1 


24. Consideremos a razáo зев. 
соѕ В 
b 
sen B =a 25.8. b uB 
cosB а а с 
a 
В 
Isto é tg B= зеп 
со5 В 
25. Consideremos а razão 2088 | 
sen B 
А с 
cosB а са с - 
sen B b a pp ME 
a 
- 8 
Isto é: | со B = 998 
ѕеп В 


^ 1 
26. Verifica-se, facilmente, que | cotg B = EB 
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IV. Seno, cosseno, tangente e cotangente de 
ângulos complementares 


Consideremos os ângulos À, B e É de um triângulo retângulo. 


B 


сг B + ë = 90° 
A = 90° E (B e C são complementares) 


Como B e C são complementares, decorrem as seguintes relações: 


1°) sen Ê = b 
a A A 
DEE 
cos C = — 
a 
2?) зеп б = Ê 
а = = 
>) 
cos B = € 
a 
3º) «8-2 
š 2 s 4 
> | {ЕВ = cotg C ou tg B = — 
кк. a 
4) «6-4 
> tg C = cotg B ou EC 
cotg B = С. Ie 
b 
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7. Calcule cosseno, tangente e cotangente do ângulo B, quando: 
А 3 А 
a) sen B = 5 с) sen B = 0,57 
b) sen B = 2 d) sen B = 0,95 
8. Calcule sen B, tg Be cotg B, sendo dado: 
a) cos B = 5 с) cos B = 0,96 
b) cos B = 2 d) cos В = 0,17 
9. Sabendo que B e C são complementares, calcule sen G, tg Се сов с, quando: 
a) sen В- 0,34 с) sen В- 2 
b) sen Ê = 2 d) sen B = 0,9 
10. Sabendo que B e Ĉ são complementares, calcule cos С. tg Ce cotg С, quando: 
a) cos B= 0,57 с) cos В- š 
b) cos Ê = 2 d) cos B = 0,7 
V. Razões trigonométricas especiais 
21. Do ângulo de 45º 
Consideremos um triângulo retângulo isósceles ABC com catetos de medida 
1 (um). 
C 
A — 90? (ángulo reto) 
— а B=C=45 
b=c=1 
Pelo teorema de Pitágoras, vem: a = У2. 
A B 
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Então: 
a b o 1 _ V2 
sen В = — > sen 45 рта 
a Cc o 1 _ V2 
cos B = — = сов 45 o 2 


= Ë= cotg45° = Í = 1 


ER 


28. Do ângulo de 30º 


Consideremos um triângulo equilátero ABC de lado # = 2 (dois). 


Então À = В = С = 60º. 


ângulo equilátero, CM é mediana, altura e bis- 
setriz do ângulo ACB. 


Seja CM a mediana relativa ao lado AB. 


Da geometria plana sabemos que, no tri- 


Portanto, no AMBC, temos: 
M = 90º (CM é altura) 
C = 30º (CM é bissetriz) 


c = = 1 (CM é mediana) 
6-р2-с2->22-р2--12--р-ҰУ3 
Então 
sen @ = £ => sen 30° = 4 
ГА 2 
р o УЗ 
сов С = - = cos 30º = > 
^ C „_ 1 _ УЗ 
ЕС---->1830 E 3 


cotg = 2. cotg 30º = 13 = үз 
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29. Do ângulo de 60º 


Consideremos que, no triângulo MBC, В = 60º e Ĉ = 30º são ângulos comple- 
mentares. 


Então: 
УЛ EUN RE LE 
ГА 2 
^ ^ с эсс 1 
cos B = sen С = — = cos 60 = 
- 1 ҮЗ 
tg B = — = — > tg 60? = — = {3 
мат: > 1 
А с 1 ҮЗ 
cotg B = ——— = — = cotg60º = — = — 
ё cotgC b 5 Үз 3 


Essas razões trigonométricas especiais podem ser colocadas numa tabela de du- 
pla entrada: 


ângulo 


cosseno 


tangente 


cotangente 
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EXERCÍCIOS 


11. Usando a tabela de razões trigonométricas (página 309), dê a forma decimal de: 


a) cos 30º e) cos 45º 
b) sen 45º f) tg 30º 

c) tg 60º g) sen 75º 
d) sen 15º h) cos 89º 


12. Usando a tabela de razões trigonométricas, dê o valor dos ângulos: 


a) sen À = 0,51504 e) cos É = 0,57358 
b) cos B = 0,76604 f) tg F = 0,17633 

c) tg C = 4,33148 g) sen б = 0,01745 
d) sen D = 0,86603 h) cos H = 0,08716 


13. Consultando a tabela de razões trigonométricas, verificamos que sen 35° = 
= 0,57358 e sen 36° = 0,58779, cos 45° = 0,70711 e cos 46° = 0,69466. 
Qual é o valor de: 


a) sen 35°30'? b) cos 45°20'? 


Solução 
a) A variação de 1°, de 35? para 36°, corresponde para o seno a uma varia- 
ção de 0,01421 (0,58779 — 0,57358). 
Assim: 1º = 60' —- 0,01421 
SO! ——À X 
x = 0,00711 
Portanto: 0,57358 + 0,00711 = 0,58069. 
Então, sen 35°30' = 0,58069. 


A variação de 1°, de 45° para 46°, corresponde para o cosseno a uma 
variação de -0,01245 (0,69466 - 0,70711). 
Assim: 1° = 60' —> -0,01245 
2X0 == Y 
y = -0,00415 
Portanto: 0,70711 + (-0,00415) - 0,70296. 


Então, cos 45º20' = 0,70296. 
(O processo realizado nos itens a e b é chamado interpolação.) 


S 
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14. Calcule consultando a tabela de razões trigonométricas: 


a) sen 20215! а) sen 50212! 
b) cos 15930! e) cos 70º27' 
с) tg 12?40' f) tg 80º35' 


15. No ЛАВС retângulo ет А, B = 35° e c = 4 cm. Quais são os valores de a e b? 


С 


АМ Без 


16. Calcule a medida dos lados de um triângulo retângulo, sabendo que а altura ге- 
lativa à hipotenusa é h = 4 e um ângulo agudo é B = 30º. 


17. Calcule a medida dos lados de um triângulo retângulo, sabendo que a altura rela- 
tiva à hipotenusa mede 4 e forma um ângulo de 15º com o cateto b. 


Dados: sen 75º = нэ e cos 75º = = 
18. Considerando o ЛАВС retângulo em A, conforme figura abaixo, qual é a relação 
entre x e y? 
A 
B Bs с 


149. Uma escada de bombeiro pode ser estendida até um comprimento máximo de 
25 m, formando um ângulo de 70º com a base, que está apoiada sobre um cami- 
nhão, a 2 m do solo. Qual é a altura máxima que a escada atinge em relação ao 
solo? 
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20. Um observador vê um prédio, construído em terreno plano, sob um ângulo 
de 60º. Afastando-se do edifício mais 30 m, passa a ver o edifício sob ângulo de 
45º. Qual é a altura do prédio? 


Solução 
No triângulo BXY, temos: 
me Шет M 
( 43 
No triángulo AXY, temos: Е 
ae E m 
tg 45° = 04 30 = |І = 07 5 @(0 (2) 
Substituindo (1) em (2): E 
h 3013 L] 
h = —= +30=>h = —— 
ҮЗ 43-1 AC 30m эж ( E: p 
30/3 x 
SLM 


Resposta: 


21. Calcule a distáncia h entre os parapeitos de duas janelas de um arranha-céu, 
conhecendo os ángulos (a e B) sob os quais são observados de um ponto O do 
solo, à distância d do prédio. 


22. Para obter a altura H de uma chaminé, um engenheiro, com um aparelho espe- 
cial, estabeleceu a horizontal AB e mediu os ângulos a e B tendo a seguir medido 
BC - h. Determine a altura da chaminé. 
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23. 


24. 


25. 


26. 


Um observador encontra-se па Via Anhanguera em trecho retilíneo, horizontal е 
situado no mesmo plano horizontal que contém uma torre de TV, localizada no pico 
do Jaraguá. De duas posições A e B desse trecho retilíneo e distantes 60 m uma 
da outra, о observador vê a extremidade superior da torre, respectivamente, sob os 
ângulos de 30? e 31?53'. O aparelho utilizado para medir os ángulos foi colocado 
1,50 m acima da pista de concreto que está 721,50 m acima do nível do mar. De- 
termine a altura da torre em relação ao nível do mar. 


Dado: tg 31º53' = 0,62. 


Um avião está a 7 000 m de altura e inicia a aterrissagem (aeroporto ao nível do 
mar) em linha reta sob um ângulo de 6º com o solo. A que distância o avião está 
da cabeceira da pista? Qual distância o avião vai percorrer? 


Uma empresa de engenharia deve construir uma ponte unindo duas montanhas, 
para dar continuidade a uma estrada. O engenheiro tomou como referência uma 
árvore, conforme figura abaixo. Qual será o comprimento da ponte? 


CONCEITOGRAF 


Um pedreiro dispõe de uma escada de 3 m de comprimento e precisa, com ela, 
acessar o telhado de uma casa. Sabendo que o telhado se apoia sobre uma pa- 
rede de 4 m de altura e que o menor ângulo entre a escada e a parede para a 
escada não cair é 20º, a que altura do chão ele deve apoiar a escada? 
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Trigonometria 
na circunferência 


Агсов е 
ângulos 


I. Arcos de circunferência 


30. Definição 


Consideremos uma circunferência de 
centro O e um ângulo central AÔB, sendo A 
e B pontos que pertencem aos lados do án- 
gulo e à circunferência. 


A circunferência fica dividida em duas partes, cada uma das quais é um arco 
de circunferência: 


arco de circunferência AXB e 
arco de circunferência AYB 
Ae B são as extremidades do arco. 


x 
31. бе Ае В são extremidades de um diá- 


metro, temos dois arcos, cada um dos quais 
é chamado semicircunferência. 


AXB e AYB são semicircunferências. 


Y 
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32. Em particular, se os pontos A e B coin- 

cidem, eles determinam dois arcos: um de- 

les é um ponto (denominado arco nulo) e o 

outro é a circunferência (denominado arco A=B 
de uma volta). 


33. Senão houver dúvida quanto ao arco a que nos referimos, podemos escrever ape- 
nas АВ ao invés de АХВ ou AYB. 


II. Medidas de arcos 


34. Se queremos comparar os compri- 
mentos de dois arcos ÁB e CD, somos natu- 
ralmente levados a estabelecer um método 
que permita saber qual deles é o maior ou 
se são iguais. Esse problema é resolvido А 
estabelecendo-se о seguinte método рага 

medir arcos. D 


35. Medida de um arco ÁB em relação a B 
um arco unitário u (u não nulo e de mesmo 

raio que ÁB) é o número real que exprime 

quantas vezes o arco и "cabe" no arco АВ. 

Assim, na figura ao lado, o arco u cabe 6 

vezes no arco АВ, então a medida do arco 

АВ é 6, isto é, arco ÁB = 6 - arco u. 


36. Unidades 


Para evitar as confusões que ocorreriam se cada um escolhesse uma unidade u 
para medir o mesmo arco АВ, limitamos as unidades de arco a apenas duas: o graueo 
radiano. 
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38. Considerando a figura abaixo, verificamos que АОВ é um ângulo central (porque 
tem o vértice O no centro da circunferência) e AB é o arco correspondente ao ângulo 
central AOB. 


B 


АОВ ângulo central А 
АВ arco subtendido рогАОВ 


39. Tomando-se para unidade de arco (arco unitário) o arco definido por um ângulo 
central unitário (unidade de ângulo), temos: 


40. Amedida (em graus) de um arco não depende do raio da circunferência, como se 
pode observar nas figuras abaixo: 


х 


mAB = тА'В' = mA"B" = 45º 


Y 
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41. 


Radiano (símbolo rad) é um arco 


д 


unitário cujo comprimento é igual 


ao raio r da circunferência que con- 
tém o arco a ser medido. 


тАВ = 1 rad 


42. É evidente que uma circunferência mede 360º, porém já não é tão fácil dizer 
quantos radianos mede uma circunferência. 

Podemos chegar a uma noção intuitiva do valor dessa medida, considerando a 
seguinte construção: 


1%) Em uma circunferência de centro C — B 
Oeraiorinscrevemos um hexágono regular 
ABCDEF. Cada lado do hexágono tem com- Б " 
primento r: 
AB = BC = CD = DE = EF = FA = r N 2 
E œ~ F 


2°) A circunferência fica dividida em 6 
arcos de medidas iguais 


АВ = BC = CD = DE = EF = FA 


e, sendo o comprimento do arco sempre 
maior que o comprimento da corda corres- 


das da circunferência), todos esses arcos 
são maiores que 1 rad. 


3º) Em cada um dos citados arcos "cabe" 1 rad: 


AB = BC! = CD' = БЕ = EF = FW = 1 rad 


e ainda sobra uma fração de radiano. 


4º) O radiano "cabe" 6 vezes na circunferência e mais a soma dessas "sobras". 
Mais precisamente demonstra-se que a circunferência mede 6,283184... rad (número 
batizado com o nome de 27). 

Tendo emvista essas considerações, podemos estabelecer a seguinte correspon- 
dência para conversão de unidades: 


360° — 2r rad 
180? — mq rad 
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27. Exprima 225º em radianos. 


Solução 
Estabelecemos a seguinte regra de três simples: 
180? —> п rad E х = 225 T _ 5r 


225° —= x 2480 041 rad 
28. Exprima em radianos. 
a) 210° c) 270° e) 315° 
b) 240° d) 300° f) 330° 
29. Exprima i rad em graus. 
Solucao 
Temos а seguinte regra de trés simples: 
= rad — 180° “r 150 
= x= EON 330° 
iiw rad — x T 
6 
30. Exprima em graus: 
T T Зт 
а) 5 rad c) 3 rad e) T rad 
T 2т 5r 
b) - red а) = rad f) 7g (ed 


31. Um arco de circunferéncia AB mede 30 cm e 
o raio R da circunferéncia mede 10 cm. Cal- 
cule a medida do arco em radianos. 
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Solução 
[medida de АВ em rad] = comprimentoido агсо AB cb arco АВ = Miom = 3 rad 
comprimento do raio 10ст 
В 
Sobre uma circunferência de raio 10 em N 
marca-se um arco AB tal que a corda AB A 
mede 10 ст. Calcule a medida do arco 
em radianos. 
Solução 


O segmento AB é lado do hexágono regular inscrito na circunferência, logo, o 


— 4 : PNE 2 
menor arco AB é r3 da circunferéncia, isto é, mede: 


1 т 
x за 
— X Әт rad = — rad 


Um grau se divide em 60' (60 minutos) e um minuto se divide em 60" (60 segun- 
dos). Por exemplo, um arco de medida 30 é um arco de 0,5º. Converta em radia- 
nos os seguintes arcos: 


а) 22930" b) 3191545" 


Solução 


а) 22º30' = 22 x 60' + 30' = 1350! 
т rad = 180º = 180 x 60' = 10800! 


então: 
10800--- a rad _ 1350.2 т. 
122 зоо 5 


b) 3191545" = 31 X 3600" + 15 x 60" + 45" = 112545" 
т rad = 180º = 180 x 3600" = 648000" 
então: 


648000" — п rad 
41121501 57-50 
_ 112545 -m _ 112545 · 3,1416 _ 


x= “648000 — 648000 = 0,949602 raq 
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34. Converta em graus o arco 1 rad. 


Solução 


3,1416 rad — 180º 
1rad — x 
180? 609 
3,1416 


1800000 | 31416 


229200 5791744" 
09288 
х 60 
557280 
243120 
23208 
х 60 
1392480 
135840 
10176 


X = 


57?17'44" 


35. Exprima em radianos as medidas dos arcos a е b tais que a – b = 15° ea +0 = 


Тт 
=] rad. 


36. Exprima em graus as medidas dos arcos a, b e c tais que a + b + c = 13°, 


т TT 
a + b + 2c = т fad e a + 2b + c = rad. 


III. Medidas de ângulos 


43. Consideremos as circunferências concêntricas (de mesmo centro) de raio rore 
r4. Seja a o ângulo central aOb, tal que a = 60°, determinando sobre as circunferén- 
cias arcos (,,4; е £}, respectivamente. 


a 
Determinemos esses comprimentos: 
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360? — 2mr 
d — © = nto _‚ £2 _ Te analogamente £3 = Т 
Isto 6, $4 — £2 £s т. 
L RB R 3 
Então, - é a medida em radianos do ângulo о = 60º. 


44. Portanto, quando queremos medir em ra- 

dianos um ângulo aÓb, devemos construir uma a 
circunferência de centro O e raio re verificar 
quantos radianos mede o arco AB, isto é, calcu- 
laro quociente entre o comprimento # do arco € 
AB e o raio r da circunferéncia: 


(« em radianos) 


Por exemplo, se o ángulo central aOb é tal que determina numa circunferéncia 


de raio r = 5 cm um arco АВ de medida € = 8 cm, então a medida de абр é: 


m _ Е 
а = гБ 1,6 гаа 


Solução a 
8 
шет р гаа. 
Convertendo em graus: О 3 cm 
70 
9», 
р 
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5 3 
rad = 180 шэг о 
5 ку, HE m TA 711119" 
3 к= T —'34416 š 
=> е == X 
10 


38. Calcule o comprimento € do arco AB definido numa circunferência de raio 
r = 10 cm, por um ângulo central de 60º. 


Solução 
Convertido em radianos, o ângulo central a0b 


tem medida a = ши гаа. 


3 
Então: 
£ 
us- Sl = gs r= 10 
Portanto: 
0 = ымы = 10,472 ст. 


S 


39. Calcule a medida do ângulo central абы que determina em uma circunferência de 


raio r um arco de comprimento ==. 


40. Calcule o comprimento # do arco АВ definido em uma circunferëncia de raio 7 cm 
por um ângulo central de 4,5 rad. 


41. Calcule o menor dos ângulos formados pelos ponteiros de um relógio que está 
assinalando: 
a) 1h b) 14h15min c) 1h40min 


Solução 


a) Notemos que os números do mostrador de um 
relógio estão colocados em pontos que dividem 
a circunferência em 12 partes iguais, cada uma 
das quais mede 30º. Assim, à 1 hos ponteiros 
do relógio formam um ângulo convexo de 30º. 
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b) Sabemos que em 60 minutos o pon- 
teiro pequeno percorre um ângulo de 
30º, então em 15 minutos ele percor- 
re um ángulo a tal que: 
2 _ 30% 
15 60 
Portanto о = 7,5? = 7930". 
Assim, temos: 
0 = 60º — а = 60º — 7º30' = 0 = 52°30' 
c) Notemos que em 40 minutos o pon- 


teiro pequeno percorre o ângulo B tal 
que: 


Шэнэ 
40 60 


Portanto В = 20º. 


Assim, temos: 

ф = 150º + В = 150? + 20º > ф = 170º 
ou ainda: 

ф = 180º — y = 180º — 10º > ф- 170º. 


42. Calcule o menor dos ângulos formados pelos ponteiros de um relógio que marca: 
a) 2h40min; b) 5h55min; c) 6h30min; d) 10h15min. 


IV. Ciclo trigonométrico 


45. Definição 


Tomemos sobre um plano um sistema cartesia- 
no ortogonal uOv. Consideremos a circunferência À de 
centro O e raio г = 1. Notemos que o comprimento 
dessa circunferência é 21, pois r = 1. 

Vamos agora associar a cada número real x, 
com O < x < 21, um único ponto P da circunferência 
à do seguinte modo: 
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1º) se x = O, então P coincide com A; 


2°) sex > O, então realizamos a partir de 
A um percurso de comprimento x, no sentido 
anti-horário, e marcamos P como ponto final do 
percurso. 


A circunferência X anteriormente definida, com origem em A, é chamada 


ciclo ou circunferência trigonométrica. 


47. Seo ponto P está associado ao número x, dizemos que P é a imagem de x na cir- 
cunferência. Assim, por exemplo, temos: 


a imagem de = éB' 
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43. Divide-se o ciclo em 12 partes iguais, utilizando-se A como um dos pontos diviso- 
res. Determine o conjunto dos x (x € [0, 27[) cujas imagens são os pontos divisores. 


Solução 


al ш 
Notando que cada parte mede do 27 = 6 


e que P é a imagem de x quando АР- X, po- 
demos construir a seguinte tabela: 


Цэн Esse 


44. Divide-se o ciclo em 8 partes iguais, utilizando-se A como um dos pontos divisores. 
Determine o conjunto dos x (x € (0, 27[) cujas imagens são os pontos divisores. 


45. Desenhe e indique no ciclo trigonométrico a imagem de cada um dos seguintes 


números: 

a) 3" с) Sm e) 127 
4 6 8 
5r т 15т 

а "в 1361 

Solução 

a) Эт = 4 -2т 


Магсатов, а partir de A, um percurso 


^P igual a 4 do ciclo, no sentido anti- 


horário. 


A imagem de == é P 
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LEITURA 


Hiparco, Ptolomeu e a Trigonometria 


Hygino H. Domingues 


Atrigonometria, como a conhecemos hoje, na sua forma analítica, remonta 
ao século XVII. Seu florescimento dependia de um simbolismo algébrico satisfa- 
tório, o que não existia antes dessa época. Mas, considerando o termo trigono- 
metria no seu sentido literal (medida do triângulo), a origem do assunto pode ser 
situada já no segundo ou terceiro milênio antes de Cristo. 


O papiro Rhind, importante documento sobre a matemática egípcia (apro- 
ximadamente 1700 а.С.), menciona por quatro vezes o segt de um ângulo, em 
conexão com problemas métricos sobre pirâmides. O segt do ângulo ОМУ na fi- 
gura abaixo é a razão entre OM e OV e, portanto, corresponde à ideia atual de co- 
tangente. As pirâmides egípcias eram construídas de maneira a que a inclinação 
de umaface sobre a base (medida de OMV) fosse constante —aproximadamente 
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Egípcios e babilónios (aproximadamente 1500 a.C.) e posteriormente os 
gregos usavam relógios de sol em que era utilizada a mesma ideia. Tais relógios 
consistiam basicamente de uma haste BC, chamada pelos gregos de gnomon, 
fincada verticalmente no chão. O exame da variação da amplitude da sombra AB 
projetada pela haste propiciava a determinação de parâmetros, como a duração 
do ano. 


< 


A trigonometria como auxiliar da astronomia, ет que certas funções 
angulares são usadas para determinar posições e trajetórias de corpos celes- 
tes, surge no século Il a.C. O pai dessa abordagem foi o grego Hiparco de Niceia 
(séc. Il a.C.), o mais importante astrônomo da Antiguidade, que, em razão dis- 
so, costuma ser chamado de “o pai da trigonometria”. Ao que consta, Hiparco 
passou alguns anos de sua vida estudando em Alexandria, mas acabou se fixando 
em Rodes (Grécia), onde desenvolveu a maior parte de seu trabalho. 


Contam-se entre as principais contribuições de Hiparco à astronomia: a ela- 
boração de um amplo catálogo de estrelas (o primeiro do mundo ocidental); a me- 
dida da duração do ano com grande exatidão (365,2467 dias contra 365,242199 
dias segundo avaliações modernas); cálculo do ângulo de inclinação da eclíptica 
(que atualmente é o círculo (órbita) descrito pela Terra em torno do Sol em um 
ano) com o plano do equador terrestre. A trigonometria de Hiparco surge como 
uma “tabela de cordas” em doze livros, obra que se perdeu com o tempo. Aíteria 
sido usado pela primeira vez o círculo de 360º. 


Felizmente, porém, a obra de Hiparco foi preservada e ampliada de manei- 
ra brilhante por Claudio Ptolomeu (séc. Il d.C.). Sobre a vida de Ptolomeu pratica- 
mente o que se sabe é que fez observações astronômicas em Alexandria entre 
127 e 151 d.C. Sua obra-prima é o Almagesto, um compêndio de astronomia em 
treze livros, do qual ainda há cópias hoje em dia. A teoria astronômica apresen- 
tada por Ptolomeu nessa obra coloca no centro do Universo a Terra, em torno 
da qual giram o Sol, a Lua e os cinco planetas então conhecidos, segundo uma 
concepção quefoibastante,comas adaptações devidas, utilizada para descrever 
o comportamento do sistema solar por quatorze séculos. 


o 
9 
5 
> 
S 
22 
S 
© 
= 
Ф 
= 
= 
== 
E 


Ptolomeu, orientado pela 
musa da Astronomia Urania, 
utiliza um quadrante. Abaixo, 
à esquerda, é mostrada uma 
esfera armilar. (Margarita 
philosophica, xilogravura de 
Gregar Reisch, 1508.) 


No livro primeiro do Almagesto, como pré-requisito, һа uma tabela de cor- 
das (talvez devida a Hiparco) dos ângulos de O a 180 graus, de meio em meio 
grau, considerando o diâmetro de um círculo formado de 120 unidades. Os resul- 
tados são apresentados na base 60. No caso do ângulo reto, por exemplo, como 
AES Sal 10 LiB. o m. 
AB=84 + 60 + 3600" então, AB = 84p 51' 10" (84 partes, 51 sexagésimos e 
10 sexagésimos de sexagésimo). 

Essas cordas são a origem da ideia atual de seno. 


B 
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Razões trigonométricas 


I. 


na circunferência 


Noções gerais 


48. Consideremos um ciclo trigonométrico de origem A e raio OA, em que OA = 1. 


Para o estudo das razões trigonométricas na circunferência, vamos associar ao 


ciclo quatro eixos: 


1º) 


2º) 


3%) 


4%) 


eixo dos cossenos (и) 
direção: OA 
sentido positivo: O — A 


eixo dos senos (у) 
direção: perpendicular a u, por O 


sentido positivo: O — B 
T 


sendo B tal que АВ = > 


eixo das tangentes (c) 
direcáo: paralelo a v por A 
sentido positivo: o mesmo de v 


eixo das cotangentes (d) 
direcáo: paralelo a u por B 
sentido positivo: o mesmo de u 
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49. Os eixos u e v dividem a circunferência em quatro arcos: AB, ВА, АВ! e B'A. Dado 
um número real x, usamos a seguinte linguagem para efeito de localizar a imagem P de 
x no ciclo: 


x está no 1º quadrante — P е АВ 
x está no 2º quadrante o Ре ВА 


x está по 3? quadrante & P € АВ 
x está no 4º quadrante — P € БА 


II. Seno 


50. Definição 


Dado um número real x € (0, 27], seja P 
sua imagem no ciclo. 

Denominamos seno de x (e indicamos 
sen x) a ordenada OP, do ponto P em relação 
ao sistema uOv. 


51. Para cada número real x е (0, 27] existe uma única imagem P e cada іта- 
gem P tem um ünico valor para sen x (OP, — sen x). 
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52. Propriedades 


1º) Se x é do primeiro ou do segundo quadrante, então sen x é positivo. 


De fato, neste caso o ponto P está acima do eixo u e sua ordenada é positiva. 


V V 
P 
P 
A u A u 
US OP. s1 О= OP, «1 
О = ѕепх < 1 О = ѕепх < 1 


2%) Se x é do terceiro ou do quarto quadrante, então sen х é negativo. 


De fato, neste caso o ponto P está abaixo do eixo u e sua ordenada é negativa. 


Portanto, para todo x € (0, 27], temos —1 = sen x < 1. Então —1 é o valor 
mínimo e 1 é o valor máximo de sen x. 
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3º) Se x percorre o primeiro ou o quarto quadrante, então sen x é cres- 
cente. 


V V V 
D 
C 
B 
uS и ЖЕ. и 41. u 


Os arcos AB, АС e АБ são todos do 1º quadrante. 


mÃB < тАС < mÁD 


Em correspondência, verificamos que: OB, < ОС, < OD,, ou seja, sen x cresce 
quando x percorre o 1° quadrante. 


Os arcos AE, АҒ е Аб sào todos do 4° quadrante. 


mÃE < тАР < mÃG 


Em correspondência, verificamos que ОЕ, < OF, < OG,, ou seja, sen x cresce 
quando x percorre o 4º quadrante. 
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4º) Se x percorre o segundo ou o terceiro quadrante, então sen x é 
decrescente. 


v v v 
B 
С 
D 
41. u ЖЕ. и 41. u 


Os arcos АВ, АС е АБ são todos do 2º quadrante. 


"АВ < тАС < тАб 


OB, > OC, > OD,, ou seja, sen x decresce quando x percorre o 2º quadrante. 


у у у 
А и Au Au 
E 
F G 


Os arcos AE, АҒе AG são todos do 3º quadrante. 
mÃE < mÃF < mÃG 
OE, > ОҒ, > OG,, ou seja, sen x decresce quando x percorre o 3º quadrante. 
53. Emsíntese, verificamos que, fazendo x percorrer o intervalo (0, 27], a imagem de 


x (ponto P) dá uma volta completa no ciclo, no sentido anti-horário, e a ordenada de P 
varia segundo a tabela: 


sen x TEN cresce m cresce B 
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54. O sinal de sen x também pode ser assim sintetizado: 


EXERCÍCIOS 


т Эт от a Тт 


46. Localize os arcos — TUM BT . Em seguida, dé o sinal do seno de cada um 
deles. 
Solucao 
sen > 0; sen 9T. 0 
4 4 
3m Тт 
E > — e 
sen 2 O; sen А 0 


т bm (т 11т 


47. Localize os arcos 6' 6' 6 ——e—— G . Em seguida, dé o sinal do seno de cada um 
deles. 

48. Localize os arcos 2 = t e == Qual é o sinal do seno de cada um desses 
arcos? 


Fundamentos de Matemática Elementar | 3 


RAZÕES TRIGONOMÉTRICAS МА CIRCUNFERÊNCIA 


49. Você pôde observar no exercício 46 que 7 e = são simétricos em relação ao 
қ : 5r Tm m N2 =D 2 
eixo v, assim como — e —-. Sabendo que sen — = — e sen — = —, dê o 
4 4 4 2 
valor de sen ES e sen En 
4 47 


50. Utilizando simetria e sabendo que sen 2 = > 
е 11т 
“67 
51. Sabendo que sen 3 = a dé o valor do seno de = E e 


52. Calcule as expressões: 


т т 
а) sen — + sen — — sen 2т 


3 4 
т 1 Тт 
b) 2sen-g + > Sen 
т Бат 1 
с) 3sen--2sen- +> sent 
а) = son Da san Ж ug m 
3 2 5 3 7 6 


> bm Тт 
dé o valor do seno de “6376? 


БЗ. Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente os núme- 


ros sen 60º, sen 150º, sen 240º e sen 330º. 


III. Cosseno 


55. Definição 


Dado um número real x € [O, 27], seja P 
sua imagem no ciclo. Denominamos cosseno 
de x (indicamos cos x) a abscissa OP, do ponto 
P em relação ao sistema uOv. 
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56. Para cada número real x е (0, 27] existe uma única imagem Р e сада іта- 
gem P tem um único valor para cos x (OP, = cos x). 


51. Propriedades 
1º) Se x é do primeiro ou do quarto quadrante, então cos x é positivo. 


Neste caso, o ponto P está à direita do eixo v e sua abscissa é sempre positiva. 
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2º) Se x é do segundo ou do terceiro quadrante, então cos x é negativo. 


Neste caso, o ponto P está à esquerda do eixo v e sua abscissa é sempre 
negativa. 


x0 x0 


ОР, 
cos x < 0 


ОР; 
cos x < 0 


—1 = —1 =< 
—1 = —1 =< 


Portanto, para todo x € [0, 27], temos —1 < cos x < 1, isto ё, —1 e +1 são 
os valores, respectivamente, mínimo e máximo da abscissa ОР», ou seja, do 
cosseno. 


3?) Se x percorre o primeiro ou o segundo quadrante, então cos x é decres- 
cente. 


V V V 
D 
ЖЕ Ач ШЕ A u ар. А u 


Os arcos АВ, АС e АБ são todos do 1º quadrante. 


"АВ < тАС < mÁD 


OB, > OC, > OD,, ou seja, cos x decresce quando x percorre о 1º quadrante. 
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V 


— — ж-- 


Os arcos AE, AF e AG são todos do 2º quadrante. 


mÃE < тАР < mÃG 


OE, > OF, > 0G,, ou seja, cos x decresce quando x percorre o 2? quadrante. 


4º) Se x percorre o terceiro ou o quarto quadrante, então cos x é crescente. 


АВ, АС е АР são todos do 3º quadrante. 


MÁB < mÃC < тАб 


OB, < OC, < OD,, ou seja, cos x cresce quando x percorre o 3º quadrante. 


ДЕ, АҒ е АС são todos do 4º quadrante. 


"АЕ < тАР < mÃG 


ОЕ, < OF, < 0G,, ou seja, cos x cresce quando x percorre o 4º quadrante. 
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58. Em síntese, verificamos que, fazendo x percorrer o intervalo (0, 27], a imagem de 
x (ponto P) dá uma volta completa no ciclo, no sentido anti-horário, e a abscissa de P 
varia segundo a tabela: 


m 37 


COS X | 1 [decresce decresce| —1 | cresce ES cresce 


59. O sinal de cos x também pode ser assim sintetizado: 


EXERCÍCIOS 


т Зп бт fm 


54. Localize о5 агсо5 DAA e y Em seguida, dê o sinal do cosseno de cada um 
deles. 
Solução 
ОТЕ 
4 4 4 
Зт Тт 
== = (0, — > 
cos Т 0; соѕ 2 0 
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55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


т bm fm 11т 


Localize os arcos = 6' 6 e “67 Em seguida, dê o sinal do cosseno de cada 
um deles. 
Qual é o sinal do cosseno de cada arco abaixo? 


a) == е) ЭТ 
3 6 
b) E f E 
o 15 g 25" 
а E n) 2" 


AA m ИМЖ УГ 190777 = : 
Você pôde observar no exercício 54 que — e — são simétricos em relação ao eixo и, 


4 4 
assim como em e ши Sabendo que cos > = х2 e cos Ea -у2 dê o valor de 
! д eg qu 4 2 T 
cos Tu e cos 5т 
4 4” 

КЕ : . т Э 5r 
Utilizando simetria e sabendo que cos G or dê o valor do cosseno de “67 
Тт ё 11т 

6 6” 
Sabendo que cos ES = ES qual é o valor de cos zu COS = e cos Эл» 


Calcule as expressões: 


T T 
тн + ==: == 
a) cos 3 cos 4 cos 2т 


Тт 


т 1 
b) 2 cos -© + 5087 


c) qusa + ышан 


2 4 2 
а) зал q qa Te эы 7 
3 2 5 3 7 6 


Localize os arcos no ciclo trigonométrico е coloque ет ordem crescente os núme- 
ros cos 60º, cos 150º, cos 240º e cos 330º. 
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62. Determine o sinal da expressão y = sen 107º + cos 107º. 


Solução 

Examinando o ciclo, notamos que: 
|sen 135º| = |cos 135º| 

e 

90? < x < 135? > |sen х| > |cos xl 
Como sen 107º > 0, cos 107º < O 
е |веп 107º| > |со 107º|, decorre: 
sen 107º + cos 107º > 0 


63. Qual é o sinal de cada uma das seguintes expressões? 


2 o 2 Тл Tar 
а) y, - sen 45º + cos 45 с) уз = sen -y + c0S — 
b) y, = sen 225° + cos 225° d) y, = sen 300° + cos 300° 


IV. Tangente 


60. Definição 


Dado um número real x е (0, 27], 


x + 2 ех = =. seja P sua imagem no ciclo. 


Consideremos areta OP e seja T sua interseção 
com o eixo das tangentes. Denominamos tan- 
gente de x (e indicamos tg x) a medida algébri- 
ca do segmento AT. 


т 


2 


Зтг 
2 E 
a reta OP fica paralela ao eixo das tangentes. Como neste caso não existe o ponto T, a 
tg x nào está definida. 


Notemos que, para x = —, P está em B e, para x = P está em В", então 
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61. Propriedades 


1º) Se x é do primeiro ou do terceiro quadrante, então tg x é positiva. 


De fato, neste caso o ponto T está acima de A e AT é positiva. 


АТ>0 АТ>0 


2º) Se x é do segundo ou do quarto quadrante, então tg x é negativa. 


De fato, neste caso o ponto T está abaixo de A e AT é negativa. 


AT<O АТ<0 
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3º) Se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, então tg x é crescente. 


Consideremos estas figuras: 


1º quadrante 4º quadrante 


Dados x, e x;, com x, <x, temos a, < o e, por propriedade da Geometria Plana, 
vem AT, < AT,, isto ё, tg x, < tg x,. 


62. Emsíntese, verificamos que, fazendo x percorrer o intervalo (0, 27], a imagem de 
x (ponto P) dá uma volta completa no ciclo, no sentido anti-horário, e a medida algébrica 


de AT varia segundo a tabela: 
cresce Á cresce ES cresce cresce ES 
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EXERCÍCIOS 


т 37 5m Tm 


64. Localize os arcos A A e ut Em seguida, dé o sinal da tangente de cada 
um deles. 


Solucao 
пш оо > 0 
4 1 


{ЭТ < 0; tg <0 


65. Dë o sinal de cada um dos seguintes números: 


т 11т 
a) tg 0) 16-57 
2т 4 тт 
b) tg — tg 2% 
) €^ e) tg — 
Тт Бат 
айы Mu 
66. Sabendo que ig —1etg E = —1 e verificando que T e E sáo simétricos 
em relacáo ao eixo u, assim como = е "т, dê o valor de tg m e tg M, 
4 4 4 4 
67. Usando simetria e sabendo que tg € - E dé o valor da tangente de = = 
ë 11т 
“67 
т : 27 47 _ 57 
68. Sabendo que tg = V3, qual é o valor da tangente de = 3- e 3? 
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69. Calcule as expressões: 


a) EF + T —1@2т 


т 1 Тт 
d ji с 
Бат 1 1 Бат 
с) -285-%52Ет-38-- 
3 Бат 6 Тт 2 Зт 
Las Tes 2 


70. Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente os números 
tg 60º, tg 120º, tg 210º e tg 330º. 


71. Qual é o sinal de cada uma das seguintes expressões? 
a) y, — tg 269º + sen 178º 


b) y; = tg 227. (sen 2 + соз 237) 


V. Cotangente 


64. Definição 


Dado um número real x е (0, 27], 
x É (0, т, 27), seja P sua imagem no ciclo. 


Consideremos a reta OP e seja D sua interse- 
ção com o eixo das cotangentes. Denominamos 
cotangente de x (e indicamos cotg x) a medida 
algébrica do segmento BD. 


"m Notemos que, para x = 0, x = m ou x = 27, P está em Aou А e, então, a reta 
OP fica paralela ao eixo das cotangentes. Como neste caso nào existe o ponto D, 
a cotg x nào está definida. 
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65. 


72. 


73. 


74. 


Propriedades 


1º) Se x é do primeiro ou do terceiro quadrante, então cotg x é positiva. 

2º) Se x é do segundo ou do quarto quadrante, então cotg x é negativa. 

3º) Se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, então cotg x é decres- 
cente. 

(A verificação dessas propriedades fica como exercício para o leitor.) 


ы” 


EXERCÍCIOS 


Localize os arcos T 51, 5T e T Em seguida, dê o sinal da cotangente de 
cada um deles. 


Solução 
cotg | > 0; cotg 97. > 0 
4 ' 4 


cotg Эт < 0; cotg ^7 «0 


Dé o sinal dos seguintes nümeros: 


117 
tg E d to 221 
a) cotg с ) cotg 6 
27 4 тг 
р) cotg 8-3 е) cotg = 
T 5r 
c) cotg 5 f) cotg ^ 
т Зтг Е To Tm. . 2. 
Sabendo que cotg 7 =1e cotg 7 = —1 e verificando que “1671 São simétricos 
E : г 3v бт a Тт 5т 
ет relação ао eixo и, assim como T e “4” dê o valor de cotg = e cotg T 
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75. Usando simetria e sabendo que cotg — = 13, dé o valor da cotangente de =, 
Тт е 11т 
6 6” 
76. Sabendo que cotg E = ын qual é o valor da cotangente de = = e Эт? 


77. Calcule as expressões: 


a) cotg a + cotg T + сов T 


т т 2т Тт 

— + — -tg £ + = 

c) sen 3 cos 4 tg 3 cotg 6 
3 Бат 6 Тт 2 Зт 4 Бат 
iB G g D хийг та 


78. Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente os números 
cotg 60º, cotg 120º, cotg 210? e cotg 330°. 


79. Qual é o sinal das seguintes expressões? 


а) у, = cotg 269º + sen 178º b) y; = со x (sen 21 COS 37) 


VI. Secante 


66. Definição 


Dado um número real x е (0, 27], 
хе [E зт seja Р sua imagem по ciclo. 
2 2 
Consideremos a reta s tangente ao ciclo em P 
e seja S sua interseção com o eixo dos cosse- 
nos. Denominamos secante de x (e indicamos 
Sec x) a abscissa OS do ponto S. 


т Зт б = . 
Notemos que, para x = 2 0UX = 57, P está em B ou B', então a reta s fica 
paralela ao eixo dos cossenos. Como neste caso não existe o ponto S, a sec x não 


está definida. 
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67. 


Propriedades 


1º) Se x é do 1º ou do 4º quadrante, então sec x é positiva. 

2º) Se x é do 2º ou do 3º quadrante, então sec x é negativa. 

3º) Se x percorre o 1º ou o 2º quadrante, então sec x é crescente. 
4º) Se x percorre o 3º ou o 4º quadrante, então sec x é decrescente. 
(A verificação dessas propriedades fica como exercício para o leitor.) 


80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


Localize os arcos relacionados abaixo e, em seguida, dê o sinal da secante de 
cada um deles. 


a) ЛЕ. е) Sul 
3 3 
27 Тт 
155 Шз 
Бат 11т 
с) ur g) 5 
5r Тт 
Ф-- cas 
Sabendo que sec T - 2 localizando os arcos e utilizando simetria, dé o valor 
Бп Tm 11т 
da secante de = e "m 
КЕТЕ 27 4m DT т 
Quais são os valores da secante de = 3- e EX sabendo que sec m 2? 


Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente os nümeros 
sec 60º, sec 120º, sec 210? e sec 330º. 


Qual é o sinal das seguintes expressões? 


127 5r 23т 
о о . 
а) у, = sec 269º + sec 178 b) y, = sec F [sen 11 + cos 15 | 
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VII. Cossecante 


68. Definição 


Dado um número real x е (0, 27], 
x É (0, т, 27), seja Р sua imagem no ciclo. 
Consideremos a reta s tangente ao ciclo em P 
e seja С sua interseção com o eixo dos senos. 
Denominamos cossecante de x (e indicamos 
cossec x) a ordenada OC do ponto С. 


Notemos que, para x = 0, x = т ou x = 27, P está em A ou А" e, então 
a reta 5 fica paralela ao eixo dos senos. Como neste caso não existe o ponto С, a 
cossec x não está definida. 


69. Propriedades 


1º) Se x é do 1º ou do 2º quadrante, então cossec x é positiva. 

2º) Se x é do 3º ou do 4º quadrante, então cossec x é negativa. 

3º) Se x percorre o 2º ou o 3º quadrante, então cossec x é crescente. 
4º) Se x percorre o 1º ou o 4º quadrante, então cossec x é decrescente. 
(A verificação dessas propriedades fica como exercício para o leitor.) 


85. Localize os arcos relacionados abaixo e, em seguida, dê o sinal da cossecante 
de cada um deles. 


с) 97 
4 
5т 


бт 11т 
3 8) — 
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86. 


87. 


88. 


89. 


90. 


To. 


Sabendo que cossec 6 


2, localizando os arcos e utilizando simetria, dê o 


valor da cossecante de Эт Ta e ttr 
6' 6 6” 


ЗЭР" 2m 4m bm 
Quais são os valores da cossecante de —, — e ——, sabendo que a cossecante 


заа 
7 é igual a 2132 


de 3 


Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente os números 
cossec 60º, cossec 150º, cossec 240º e cossec 300º. 


Qual é o sinal das seguintes expressões? 
a) у, = cos 91º + cossec 91º 


b) y, - sen 107º + sec 107º 
_ 9n. T т 
Р T т T т 
— + — — — >]? 
Qual é o valor de (cossec 6 сеп G | [sen 4 sec 3 | 
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Relações 
fundamentais 


I. Introdução 

Definimos sen x, cos x, tg x, cotg x, sec x e cossec x no ciclo trigonométrico, ou seja, 
para x pertencente ao intervalo [O, 27]. 

Vamos mostrar agora que esses seis números guardam entre si relações deno- 
minadas relações fundamentais. Mais ainda, mostraremos que a partir de um deles 


sempre é possível calcular os outros cinco. 


II. Relações fundamentais 


70. Teorema 


Para todo x real, x € (0, 211], vale a relação: 


sen? х + соѕ2 х = 1 
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Demonstração: 


а) No caso especial em que x € jo > T, =. 2s]. podemos verificar 


diretamente: 


b Sex (о, т Sm =. 27 a imagem 


de x é distinta de A, В, А' е В' е, então, existe о 
triângulo OP5P retângulo. 


Portanto: 
(ОР? + |P;PP? = JoPP? 
ou seja: 


cos? x + sen? x = 1 


71. Teorema 


Para todo x real, x € [0, 27] e x ¢ Е 3%) ale а relação 
| senx 
ЕХ = cos x 
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Demonstração: 


a) Sex € (0, т, 27), a imagem de x é distinta 
de A, В, А' е B', então temos: 


ЛОАТ ~ AOPP 
JATI _ |PP| 
|ОА| (ОР, 
ТЕЙ |sen хі 
(сов xl 


Utilizando o quadro de sinais ао lado, 
observemos que o sinal de tg x é igual ao do 


quociente — SE (2) 


De (1) e (2) decorre a tese. 


b) Se x € (0, т, 2т), temos: 
sen x 
COS X 


tex=0= 


72. Teorema 


Para todo x real, x € [O, 21] e x É (0, т, 271), vale a relação: 


COS X 


cotg x = 
8 ѕеп х 


Demonstração: 


т Эт 


а sex e |Т, 9 |, 


distinta de А, В, A' e B', então temos: 


| a imagem de x é 


AOBD — AOP,P 


E 

loB] (ОР, 
cos 

lcotg x| = cos x 
[sen xl 
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Utilizando o quadro de sinais ao lado, 
observemos que o sinal de cotg x é igual ao sinal de 


cotg x 
do quociente Bus (2) e 
sen x 


De (1) e (2) decorre a tese. 


Зт COS X 
b) Se x = 5 oux = > temos cotg x = 0 = en x ° 


73. Teorema 


= ат 
2' 2 


dl 
SEOKS ET 
cos x 


a) Se x É (0, т, 27), a imagem de x é 
distinta de A, B, A' e B', então temos: 


Para todo x real, x € [0, 27] e x É | | vale a relação: 


Demonstração: 


AOPS — AOP;P 

|051 |ОР| 

|оғ| (оғ; 

[sec x| = (1) 
(сов xl 


Utilizando o quadro de sinais ао lado, 
observemos que o sinal de sec x é igual ao 


sinal de cos x. (2) 


De (1) e (2) decorre a tese. 
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b) Sex € (0, т, 27), temos: 


НЫ те бө se di 
COS X 
МӘТЕН - т) 
cos x 


74, Teorema 


Para todo x real, x € [0, 2«] e x € (0, т, 271), vale a relação: 


íl 
P4 = = 
cossec sen Х 


a) Sex É (т Sh a imagem de x é 


Demonstração: 


2 , 
distinta de A, B, A'e B', então temos: 


AOPC — AOP,P 
loc| _ |ОР| 
loP| (ОР, 
|соѕѕес x| = 

[sen хі 


Utilizando o quadro de sinais ао lado, 
observemos que o sinal de cossec x é igual 
ao sinal de sen x. (2) 


sinal de 
cossec x 


De (1) e (2) decorre a tese. 


b) Sex € El Эл) temos: 
2 2 


1 т Зт 
cossec x = 1 = {х = = | ou cossec x = —1 = |x 
sen x 2 
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75. Corolário 


Para todo x real, x € [0, 2m]e x É Ë > т, Эл, 24. valem as relacóes: 


1%) cotg x — TE x 


2%) tg2x + 1 = ѕес2 х 


3%) 1 + cotg? x = cossec? x 


-—— 
1 + tg“ x 
21-28 
1 + tg? x 


43) cos2 x = 


5%) sen? = 


Demonstração: 
Cos x 1 1 
13) cotg x = 20 = — = — 
sen x sen x tg x 
cos x 
sen2 x sen? x + cos? x 
a 2 - — гээн = 2 
2i Xll вле cos? x сов7х 560 X 
со52х sen? х + cos? х 1 
3%) 1 + cotg? x = 1 + 5 = ——- = — = cossec? x 
sen2 x sen? x sen? x 
+ 1 
а 2: y a= 0 5 ш =з 
COSE X sec? x 1 +tg?x 
sen? x 1 tg? x 
a 2у = 2y. = 2у. +02 у = ——————— .tg2x 2 ьп 
5º) sen“ x = cos“ x со52х ~ COS X tg“ x 1 + x tg“ x 1 + Ex 


91. Sabendo que sen x = 2 е > <x< т, obtenha as demais razões trigonomé- 


tricas de x. 
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92. 


93. 


RELAÇÕES FUNDAMENTAIS 


Solução 
Notando que = < x < т = cos x < 0, temos: 
| 16 ЖО 3 
= == D ко Mem ко m 
COS X sen dl 25 25 5 
4 
senx 5 4 
TEX COS X 3 3 
5 
ON 
COS X 5 3 
coisa sen x 4 4 
5 
sec x RUE 
COS X 23 2 
5 
11 5 
соѕ5ес х = = = 
sen x 4 4 
5 
25 Зт А 2 
Sabendo que соѕѕес x = — 24 ет<х< PE obtenha as demais razóes 
trigonométricas de x. 
12 Зп : " | ү2 
Sabendo que tg x = = ет <х< EE obtenha as demais razóes trigonométricas 
de x. 
Solução 


cot Же жене жак 
EX вх 12 12 


Эт 


2 


—y 144 169 118) 
= — 2x = — pde i р а Е ды 
sec x V1 + tg? x [1 + E E 5 


Notando que m < x < = sec x < 0, temos: 
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A c E DET ROT 
secx 13 415) 
5) 
тов (2) e 10 
ЕЕЕ ИЕ гуз 
cossec x E Же 
senx 12 12 
13 
94. Calcule cos x, sabendo que cotg x = M T сот т >1 
2а 
95. Calcule sec x, sabendo que sen x == ESL coma > р > 0. 


96. Sabendo que sec x = 3, calcule o valor da expressão у = sen? х + 2 - tg? x. 


Solução 
cos x = A 3 
secx 3 
ѕеп2 х = 1 — cos2 x= 1 -5 5 
tg? х = sec?x-1=9-1=8 
então 
у = sen2 x + 2 - tg?x = 5 + 16 = 232 


1 т 
3 е0<х< > calcule o valor de 


1 1 
“EE EE 
cossec x + cotg x cossec x — cotg x 


97. Sendo sen x = 


y 


98. Sabendo que cotg x = 22 епт <х < Эл, calcule o valor da expressão 


_ tgx: cos x 
Y (4 + cos x) (1 — cos x) ` 
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99. 


100. 


З | 


RELAÇÕES FUNDAMENTAIS 


Solução 1 


Calculamos tg x, cos x e finalmente y: 


c EUM 
X= сеу 24 
оог ET RE р. cos x < 0) 
ТӘНІН O ZE O E z5 (998; 
576 
IHE m 
2 tg x : cos x m 24 25 TELS 2 
Y (14cosX(i-cosx ` "uu mm — Ag — m7 
25 25 625 
Solução 2 


Simplificamos y e depois calculamos o valor da expressão: 


` COS X 
— _COS x - senx _ 1 ТЕ 
у 1 — cos? x sen?x  senx 
25 
= qr oe MERE DIOE 2 
V1. + cotg dL == 49 7 
2 Зт 
Dado que cos x = 5 e > < x < 27, obtenha o valor de 


y = (1 + tg? xy? + (1 — tg? x)2. 
Calcule sen x e cos x, sabendo que 3 : cos x + sen x = —1. 


Solução 


Vamos resolver o sistema: 
Ë - cos X + senx = —1 (1) 


cos2 x + sen2 x = 1 (2) 


De (1) vem: sen x = -1- З · cos x (3) 
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Substituindo (3) em (2), resulta: 

cos? x -(-1-3З-.совх)2 = 1 = 

= cos2x+1+6:cosx+9-cos2x=1> 
=> 10 -cos2x+ 6 · соѕх = 0 

então: cos х = 0 ou cos x = => 


Б 
Substituindo cada uma dessas alternativas em (3), encontramos: 


зеп х = —1—3-0 = —1ошзепх = -1-3(-$)- 


Assim, temos duas soluções: 


1º) cos x = Ое sen x = —1 
ou 
с ге emp 


5 5 


1041. Calcule sen x e cos x, sabendo que 5 · sec x — З · tg? x = 1. 

102. Obtenha tg x, sabendo que sen? x — 5: sen x: cos x + cos? х = 3. 

103. Calcule m de modo a obter sen x = 2m + 1 e cos x = 4m + 1. 
Solucao 


Como sen? x + cos? x = 1, resulta: 
(2m + 1)? + (Am + 12 = 1 > (Am? + 4m + 1) + (46m? + 8m + 4) = 1 


= 20m? + 12m + 1 = 0 > m = —2 44-80 A 
—12+8 1 1 
ит оллоо. ши 0 


104. Calcule m de modo a obter tg x = m — 2 е cotg x = = 


105.Determine a de modo a obter cos x = — e cossec x = ае : 
а-1 а-2 
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106. Determine uma relação entre x e y, independente de t, sabendo que: 
x=3-sentey=4-cost 


Solução 
Como sen? t + cos? t = 1, resulta: 
x2 у? 


2 2 
ш —| = с=с = 2 2 — 
| + | 15-6 +36 П => Sé че Ey 144 


107. Determine uma relação entre x еу, independente de t, sabendo que: 
x=b-tgtey=3-cossect 


Solução 

Como cossec? t = cotg? t + 1 e cotgt = ү, resulta: 
224128 SE _ 25 Eug = 2 
(4) -(5) +15 GR TRE ар dl = JR = 295 ge HE => 


= Х2у2 = 9x2 = 225 


108. Se sen x + cos x = ае ѕепх · cos x = b, obtenha uma relação entre a e b, in- 
dependente de x. 


109. Dado que sen x : cos x = m, calcule o valor de y = sen? x + cos! x e 
z = sen? x + cos x. 


Solução 

Como a? + b? = (a + b)? — 2ab, temos: 

y = (sen? x? + (cos? x? = (sen? x + cos? x)? — 2. sen? x : cos? x = 

= 12 — 2 : (sen x : cos x)? = 1 — 2m? 

Como a? + b? = (a + b)(a? — ab + b2), temos: 

z = (sen? x)? + (cos? x)? = (sen? x + cos? x)(sen4 x — sen? x : cos? x + cos4 x) = 
= sent x + cost x — sen? x · cos? x = y — (sen x : cos x? = 

= 1 — 2m? – m? = 1 — 3m? 


110. Sabendo que sen x + cos x = a (a dado), calcule y = sen? x + cos? x. 
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notáveis 


Es 20 . PES Ё TT 
Verificaremos no que segue que as razões trigonométricas dos reais x = "ni 
n € Nen > 3, podem ser calculadas a partir de £4, que é o lado do polígono regular de 
n lados inscrito na circunferéncia. 


I. Teorema 


Para todo n € N e n > 3, vale a relação: 


Demonstração: 
Seja AÓP = AÓP' = Тн 
Como РОР = 28, decorre que РР = £,. 


No triângulo isósceles P'OP, o segmento 
ОР, contido no eixo dos cossenos é bissetriz in- 
terna e também altura e mediana, isto é, P'P L u 
e Р, é ponto médio de РР. Então: 


ЫН 
2 


T 
sen — = PP = 
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II. Aplicações 


Os casos mais comuns de aplicação desta teoria são aqueles em que n = 3, 


4 е6. 
Esses casos já foram vistos sob outro aspecto nos itens 27, 28 е 29 do сарі- 


tulo Il. 


16. Valores das razóes trigonométricas de - 


Aplicando o teorema de Pitágoras ao trián- 
gulo assinalado na figura, temos (s = вуз. 
Notando que о raio do ciclo ё R = 1, temos: 


т 
tg = =p =s 
З cos T ES 
3 2 


11. Valores das razóes trigonométricas de а 


Aplicando о teorema de Pitágoras ао triân- 
gulo assinalado na figura, temos ё = RV2. 
% 


Então: 
sen LT = 4. — 
4 2 2 2 


Em consequéncia, vem: 
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18. Valores das razões trigonométricas de е 


Sendo РО = (s о lado do hexágono regular 


inscrito, o triângulo OPQ é equilátero e, então: P — 
to 
60º 
60% 60° 
Logo: Q 


E do E = 
т _ ҮЗ т v3 
соз G = — ° 673 —  — 


i$ 


cosseno 
tangente 


80. Da geometria plana vem a informação que (s = 


RV10 — 245 


2 (lado do 


pentágono) e £1o = = (lado do decágono), de onde podemos obter: 
soni. dE NÃO = DB 
5 2 4 
sen = tio 35-4 
10 2 4 
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Além disso, existe a fórmula Со, = NR(2R — NAR? — £2), que permite obter o valor 
de £s, conhecendo (u; obter o valor de 412, conhecendo £e; obter o valor de д, conhe- 


cendo 412, e assim por diante. 


Mas nem todos 6, podem ser expressos exatamente em função do raio, como, 


por exemplo, (т. Nesse caso, as razões trigonométricas de - devem ser calculadas 


por outros métodos. 


111. Calcule sen 15º, cos 15? e tg 152, 


Solução 


© = СОЕ 2E 
sen 15º = sen 45 2 


Usando a fórmula fon = NR(2R — NAR? — (2), em que €, = 6 = R, vem 
6; = RN2 — УЗ e, como R = 1 (raio do ciclo trigonométrico), então 


fia = N2 = 43. 
Qa 2508 


Assim:sen пе о 
СА о ино ын 


2 
Tg 5 a 2-43 _ N2+ 3 
cos z— = | sen^ >= (1 – -— 
12 12 4 2 
т 


тог. 2-33 
12 cos E 42-43 42-43 


TT T T 
112. Calcule sen —, cos — e tg —. 
8 898% 
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113. 


Reproduza a tabela abaixo em seu caderno е complete-a: 


RENEE ши ши Su Bu аш 
12 10 8 6 5 4 S 


115. 


COS X 


114. 


Determine os elementos do conjunto A — E — tg K| k=0,1,2,..., о) 


Solução 
Dando valores a k, temos: 
К-О-х-10-0 


k=1=3x=t8 == 13 
k= 2Əx = tg = -8 
k=3>x=tgr=0 
k=4=x=8 = 13 
k= 5=x = tg = 8 
k=6= x = tg 2п = 0 
então A = [—43, О, V3} 


Determine A N B, sabendo que: 


A = fx = зеп KE |k = 0,1,..,12| 


B = fx = соз Кт |k=0,1,2,..,8] 
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LEITURA 


Viete, a Notação Literal e a 
Trigonometria 


Hygino H. Domingues 


O uso de letras em matemática, para designar grandezas conhecidas 
ou incógnitas, remonta ao tempo de Euclides (séc. Ill a.C.) ou antes. Assim 
mesmo a álgebra, perto do final do século XVI, resumia-se basicamente a um 
receituário para resolver equações numa incógnita ou sistemas de duas equa- 
ções a duas incógnitas, com coeficientes numéricos, derivados de problemas 
comerciais ou geométricos. E a trigonometria até então era essencialmente 
geométrica. 


Embora nessa época já fosse prática velha um geômetra representar indis- 
tintamente todos os triângulos por ABC (por exemplo) e daí deduzir propriedades 
genéricas, um algebrista considerava as equações de segundo grau, por exem- 
plo, uma a uma, embora soubesse que para todas valia o mesmo método de 
resolução. Além disso, como os números negativos não eram bem aceitos, uma 
equação como x2 — 5x + 6 = O (usando a notação atual) era tratada sob a forma 
é ч. (б) = Бус 

Quem deu о passo que pela primeira vez == 
permitiu a abordagem generalizada do estudo das os 
equações algébricas foi o francés François Viéte 
(1540-1603), considerado o mais eminente mate- 
mático do século XVI. Viéte nào era um matemáti- 
co profissional. Formado em Direito, exerceu esta 
profissáo na mocidade, tornando-se mais tarde 
membro do conselho do rei, primeiro sob Henri- 
que Ill, depois sob Henrique IV. 


Seuhobby, o estudo da matemática, póde ser 
especialmente cultivado num período aproximado 
de 5anos, antes da ascensão de Henrique IV, quan- 
do esteve em desfavor junto à corte. Viéte financia- 
va, ele próprio, a edição de seus trabalhos, o que põe em relevo sua devoção 
à matemática. Dentre seus feitos de engenhosidade conta-se o de “quebrar” o 
sistema criptográfico usado pela Espanha (então em guerra com a França), atra- 
vés de mensagens interceptadas. Decifrar um código que envolvia cerca de 600 
caracteres, periodicamente mudados, foi considerado pelos espanhóis obra de 
magia. 


ART IMAGES ARCHIVE / GLOW IMAGES 


François Viète (1540-1603). 


А convenção de Viête para tirar o estudo das equações do terreno dos 
casos particulares consistia em indicar por vogais maiúsculas as quantidades 
incógnitas e por consoantes maiúsculas as quantidades supostamente conheci- 
das. Foi assim que pela primeira vez na história da matemática se fez a distinção 
formal entre variável e parâmetro. 


À época de Мїёїе a matemática carecia de uma simbologia universal. Na 
álgebra, por exemplo, coexistiam lado a lado procedimentos retóricos (sem sím- 
bolos) com notações parciais e particulares. Se reunisse as notações já sur- 
gidas, e que acabaram vingando, com a sua, as equações do segundo grau 
teriam para Viéte a forma BA? + CA + D = О, em que B, C e D são parámetros 
e А, a incógnita. Mas os progressos não vêm todos juntos e Viète, embora ја 
usando o sinal +, escrevia А quadratum e posteriormente Aq para o quadrado 
de A e aequal em vez de =. Além disso, posto que rejeitasse os números nega- 
tivos, seus coeficientes representavam apenas quantidades positivas. Não foi 
senão a partir de 1657, graças a John Hudde (1633-1704), que os coeficientes 
de uma equação passaram a representar indistintamente números positivos e 
negativos. 


Viéte também contribuiu bastante para a trigonometria. Defensor da re- 
presentação decimal (contra a sexagesimal, ainda muito em uso), calculou o 
seno de um grau com 13 algarismos e com base nesse valor preparou extensas 
tábuas para as seis funções trigonométricas. Mas o mais importante é que se 
alguém merece a honra de ser considerado o pai da abordagem analítica da 
trigonometria, sem dúvida esse alguém é Viëte. Em particular foi ele o primeiro 
a aplicar transformações algébricas à trigonometria. 

A notação de Viête não demorou a ser superada pela de Descartes 
(1596-1650), em que а, b, с, ... indicam parâmetros, x, y, z, ..., Variáveis 
e xn, a potência enésima de x. Mas suas ideias renovadoras, essas são 
indeléveis. 
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Redução 


ao 1º quadrante 


Vamos deduzir fórmulas para calcular as razões trigonométricas de x, com x não 
pertencente ao 1º quadrante, relacionando x com algum elemento do 1º quadrante. A 
meta é conhecer sen x, cos x e tg x a partir de uma tabela que dê as razões circulares 


dos reais entre O e > 


I. Redução do 2º ao 1º quadrante 


81. Dado o número real x tal que F <х<т, 


seja P a imagem de x no ciclo. Seja P' о ponto do 
ciclo, simétrico de Pem relação ao eixo dos senos. 
Temos: 


— — 


AP + РА" = т (no sentido anti-horário) e, como 
АР" = БА”, vem: 
АР AP = т 


portanto АР" = т — x. 
É imediato que: 


sen x = sen (T — x) 
COS X = —COS (m — X) 
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REDUÇÃO АО 1º QUADRANTE 


82. Levando em conta as relações fundamentais, decorre: 


| senx беп(т-х) _ _ 
cs cosx  —cos(m-Xx) | ште 
cotg x = —cotg (m — x) 
Sec x = —Sec (m — x) 


cossec x = cossec (m — x) 


83. Assim, por exemplo, temos: 
sen 115? — sen (180? — 115?) - sen 65? 
cos 130? = —cos (180? — 130?) = —cos 50? 


e --8| 5-2 )--43 


сов tE = —cotg E - 2 = —cotg T 


II. Redução do 3º ao 1? quadrante 


84. Dado o número real x tal que т < x < Эл, 


seja Р a imagem de x no ciclo. Seja Р' о ponto 
do ciclo, simétrico de P em relação ao centro. 
Temos: 

АР -PA = т (no sentido anti-horário) 

portanto АР = x — m. 


É imediato que: 


senx = —sen (x — т) 


COS x = —COS (x — т) 


85. Em consequência, temos: 


| senx  -—sen(x-m) _ 
QU EX Zoosk 4) e - T) 


cotg x = cotg (x — т) 
Sec x = —sec (x — т) 


cossec x = —cossec (x — т) 
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86. Assim, por exemplo, temos: 
sen 210º = —sen (210º — 180º) = —sen 30? 
cos 225º = -сов (225? — 180º) = —cos 45º 


= tg 
sec 7" = бес 
B7 


ds 


- 860 — 


ПІ. Redução do 4º ao 1º quadrante 


81. Dado o número real x tal que A < x < 27, 


seja P a imagem de x no ciclo. Seja P' o ponto do 
ciclo, simétrico de P em relação ao eixo dos cos- 
senos. Temos: 


АР + PA = 27 (no sentido anti-horário) e, como 
АР" = PA, vem: 


— 


АР + AP = 27 


portanto АР' = 27 — х. 
É imediato que: 
sen x = —sen (27 — х) 


COS x = COS (21 — X) 


88. Em consequência, temos: 


senx _ —sen (27 — X) = —tg (2m — x) 
COS x cos (Әт — x) 


tg x = 


cotg x = —cotg (27 — x) 
Sec x = sec (27 — x) 


cossec x = —cossec (27 — X) 
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89. Assim, por exemplo, temos: 


sen 280º = —sen (360º — 280º) = —sen 80º 
cos 340º = cos (360º — 340º) = cos 20º 


lim _ _ Adm) Ж 
cossec 5т = —Cossec (2s - En] = —Ccossec ш 
3 3 3 


116. 


Reduza ao 1º quadrante: 
a) cos 178º e) sen 251º i) tg 290? 
b) cotg = f) sec 124° j) cossec 115 
Тт Бат Зт 
с) sen — cos — к) tg 22. 
) 5 g) 3 ) tg 4 
5m Тт бат 
d) sen — h) cos — ) tg — 
) n ) 5 ) tg 3 


4 тот т 
IV. Redução de Es z] a |o. &| 


2 T TT 
90. Dado o número real x tal que — < x < — 


seja P a imagem de x no ciclo. Seja P' o ponto 
do ciclo simétrico de P em relação à bissetriz do 
1º quadrante. Temos: 


4 2! 


т. 


PB = 5 (no sentido anti-horário) e, como 
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Considerando a congruência dos triângulos OPP, e OP'P4, temos: 


OP, = ОР, = беп x = cos (5 - x) 


Р,Р = PP" > cos x = sen Ë - x) 


91. Em consequência, temos: 


sen x T 
EXS 73 " | = сош{® -x 
sen (z =X 
хе. 
LEN 
Sec x — cossec Б - x) 
cossec х = sec Ë - 3 
2 
92. Assim, por exemplo, temos: 
sen 71º = cos (90º — 71º) = cos 19º 
cos 60º = sen (90º — 60º) = sen 30º 
tg 50° = cotg (90º — 50º) = cotg 40º 
sen cos | Z 2 cos — 
3 2 3) 6 
5m TST). T 
cos ооо sen (1. 5r) sen 12 
T T 
tg E-x = cotg Ë - a) = cotg g 
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EXERCÍCIOS 


117. Reduza ao intervalo o, 2. 


а) sen 261? d) sen = g) cos LT j) tg == 
b) sen te e) cos 341” h) cos 88 k) gtr 
c) sen = f) cos = tg 151º ) шог 
118.Se cos x = 2, calcule sen (x F т) 
119. Ѕарепао дие ѕеп х = i e 0 < x< — > calcule: 
a) cos x а) tg (x + z f) seo (x + з. 
р) соѕ (x + z) e) cotg (x + z) &) cossec [x +4) 
с) sen (x + 3) 
120. Calcule: 


a) | sen x + cos (= = X | [cotg (x — т) — cotg (27 — x)] 
tg (X — т) + sec (m — x) 


Е + — 3 - cossec (27 — 2 “ COS (5 - х) 


121. Calcule: 
sen (л — x) — cos (E - x) - te 2 — X) 


b) 


t£( — x) — cos (2т — x) + sen (Z — x) 


122. Calcule: 


cos (90? + x) + cos (180? — x) + cos (360º — x) + 3 - cos (90? — x) 
sen (270? + x) — sen (90? + x) — cos (90? — x) + sen (180? — x) 
em função de tg x. 
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circulares 


I. Noções básicas 


93. Dados dois conjuntos A e B, chama-se relação binária de A em B todo subconjun- 


to Rde A X B. 
R é relação binária de Aem B # R C A X B. 


94. Dados dois conjuntos A e B, não vazios, uma relação f de А em B recebe o nome 
de aplicação de A em B ou função em А com imagens em B se, e somente se, para todo 
X € A existe um só y € B tal que (x, y) € f. 


f é aplicação de Aem B & (Yx C€ A, 3| y € B | (x, y) € f) 


95. Geralmente, existe uma sentença aberta y = f(x) que expressa a lei mediante а 
qual, dado x € A, determina-se y € B tal que (x, y) € f. 
Então: 


# = {(х, у) | ХЕДууеВеу- fx) 


Isso significa que, dados os conjuntos A e B, a função f tem a lei de correspondên- 
cia y = f(x). 
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96. Para definirmos uma função f, definida em A com imagens em B segundo a lei de 
correspondência y = f(x), usaremos uma das seguintes notações: 


f 
f:A— B ou А---В 


x — f(x) x — f(x) 


97. Сһататов de domínio o conjunto D dos elementos x € A para os quais existe 
y € B tal que (x,y) € f. Como, pela definição de função, todo elemento de A tem essa 
propriedade, então D = А. 


98. Chamamos de imagem o conjunto Im dos elementos y Е В para os quais existe 
x € A tal que (x, y) € Т. Portanto, Im C B. 


II. Funções periódicas 


99. Exemplo preliminar 


Dado o número real x, sempre existem dois números inteiros consecutivos n e 
n t 1 tais que n < x < n + 1. Consideremos a função f que associa a cada real x o 
real x — n, em que n é o maior número inteiro que não supera x. Temos, por exemplo: 
f(0,1) = 0,1; f(1,1) = 1,1 — 1 = 0,1; f(2,1) = 2,1 — 2 = 0,1; 
f(3)=3-3=0; Қ-5)-(-5)- (-5) = 0; (7) = 7 — 7 = O. 


De modo geral, temos: 
0ңх<1-Қу-х-0-х 
1=х<2 5 х) = х 1 
2=х<3 > Ңх) = х — 2 
etc. 


-1=х<0 f(x 


x= (=1)= x+ 1 
x—(—2) = x + 2 
x= (-3)=x+3 


—2 < x < —1> f(x) 


=3 = x < =2= f(x) 


etc. 
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Seu gráfico é: y 


Temos: 
f(x) = f(x + 1) = f(x + 2) = f(x + 3) = f(x + 4) = ... Vx € R 
portanto existem infinitos números p inteiros tais que f(x) = f(x + p), Vx € R. 


100. о menor número p > O que satisfaz a igualdade f(x) = f(x + p), Vx € R é o nú- 
mero p = 1, denominado período da função f. A função f é chamada função periódica 
porque foi possível encontrar um número p > O tal que, dando acréscimos iguais a p em 
х, о valor calculado para f não se altera, isto é, o valor de f se repete periodicamente para 
cada acréscimo de p à variável. 


101. Definição 


Uma função f: A — B é periódica se existir um número p > O satisfazendo a 
condição 
f(x + p) = f(x), Vx € A 


O menor valor de p que satisfaz a condição acima é chamado período de f. 


102. 0 gráfico da função periódica se caracteriza por apresentar um elemento de cur- 
va que se repete, isto é, se quisermos desenhar toda a curva bastará construirmos um 
“carimbo” onde esteja desenhado o tal elemento de curva e ir carimbando. Período é o 
comprimento do carimbo (medido no eixo dos x). 


dp 
: х 
регїодо 


III. Ciclo trigonométrico 


103. Definição 


Tomemos sobre um plano um sistema cartesiano ortogonal uOv. Consideremos 
a circunferência À de centro O e raio r = 1. Notemos que o comprimento dessa circun- 
ferência é 27, pois r = 1. 
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Vamos agora definir uma aplicação de R 
sobre à, isto é, vamos associar a cada número 
real x um único ponto P da circunferência À do 
seguinte modo: 


1º) se x = О, então Р coincide com A; 


2°) se x > O, então realizamos a partir de A um percurso de comprimento x, no 
sentido anti-horário, e marcamos P como ponto final do percurso; 


3º) se x < O, então realizamos a partir de A um percurso de comprimento |x|, no 
sentido horário. O ponto final do percurso é P 

A circunferência A acima definida, com origem em А, é chamada ciclo ou circun- 
ferência trigonométrica. 

Se o ponto P está associado ao número x, dizemos que P é a imagem de x no ciclo. 
Assim, por exemplo, temos: 


a imagem de Bm é B' a imagem de LT é B 


2 2 
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104. Notemos que, se P é a imagem do número Xo, então P também é a imagem dos 


números: 
Хо, Хо + 2T, Xo + 4m, Xo + бт, еіс. 
e também de: 


Xo — 2T, Xo — Ат, Xo — бт, еїс. 


105. Em resumo, P é a imagem dos elemen- 
tos do conjunto: 


(xe R |x = xo + 2k, k € Z}. 


106. Dois números reais x, = xo + 2ki (k, € Z) ex, = xo + 2kom (ko € 2) que têm a 
mesma imagem P no ciclo são tais que x, — x, = 2Кт (em que k = К; — Кг) e, por isso, 


diz-se que x4 e x; são côngruos módulo 27 ou, simplesmente, х; e X2 são côngruos. 


107. Os eixos и еу dividem a circunferência em quatro arcos: АВ, ВА, АВ e ВА. 
Dado um número real x, usamos a seguinte linguagem para efeito de localizar a imagem 
P de x no ciclo: 


xestáno 1º quadrante © Pe АВ o 0+2km<x< 
x está по 2º quadrante © Pe ВА <> 2 + 2кт <х=т + Окт 
x está no 3º quadrante © РЄАВ о т + Окт<хе< 2 2кт 


x está no 4º quadrante © PEBAS = t 2Кт < x < 2т + 2Кт 
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3" 
4 


_ ST 


a) 4 


b) c) 11т d) -31 


Solução 


3т_3 
4 8 
Marcamos, a partir de A, um percurso АР 


28 


а) -2т 


igual a $ do ciclo, no sentido anti-horário. 


5 


LST S А 


4 8 
Marcamos, a partir de A, um percurso АР 


igual а - do ciclo, no sentido horário. 


11т = п + 10т 


Como 117 — т é múltiplo de 2т, então 
114 e т têm a mesma imagem (A'). 


-З3т = т — Ат 
Como (—3т) — т é múltiplo de 2т, en- 


tão —3« e têm a mesma imagem (А'). 


ZO 
3 


24т 


S 


T 


22)! 
a 2er 
Assim, cm 


Tr 
== +8т 


е) 
ЛӘ A 

e 3 têm a mesma imagem 

P que é obtida marcando um percurso 


E do ciclo, no sentido anti- 


AP igual a 6 


horário. 
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19т Р Бп 24т Бат 


Ж соро азу алаш. _ 
: 19т 5т,. Р P 
Assim, ——— e-g têm a mesma ima- 
gem. Como = - > - 271, а imagem г 


procurada é а extremidade do percurso 


AP igual a is do ciclo medido no sentido anti-horário. 


: : : : Ё . T 11т 3m Тт 
124. Indiquenocicloas imagens dosseguintesnümerosreais: —,—2—, — —2—,— 


878 87-08” 
13т 15т 17т _31т 


БЫК ола а 
125. Represente, по ciclo, as imagens dos seguintes conjuntos de números: 
Е-|ХЄВЇх-Бюьке2| F= (er x= Fez] 
Solucáo 
UE 
x= > + Кт 
k=0= x= = (imagem: B) 
k=1 > x= = (imagem В”) 
k=2 5 x= = (repetição: B) 
O conjunto E tem como imagem os pontos B e B' do ciclo. 
x = k 5 ES 
E 2 
k=0 > x = О (imagem: A) 
k=15x= > (imagem: В) 
k=2 = x = т (imagem: А") 
k=3= x= 38 (imagem: В!) 


К-4-э х- 2т (repetição: А) 
O conjunto F tem como imagem os pontos A, B, A' e B' do ciclo. 
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126. Represente, no ciclo, as imagens dos seguintes conjuntos de números reais: 


E=(xeR|x=km, ke 2) 


r= ке ala xez) 

в хе + |x= + km, kez] 
T T 

H = |x R |х T+ ez) 


127.Qual dos números é o maior? Justifique. 


a) sen 830° ou sen 1195° 
b) cos (—535°) ou cos 190° 


IV. Ғапсао seno 


108. Definição 


Dado um número real x, seja P sua ima- 
gem no ciclo. Denominamos seno de x (e indi- 
camos sen x) a ordenada OP, do ponto P em 
relação ao sistema uOv. Denominamos função 
seno a função f: R — R que associa а cada 
real x o real OP, = sen x, isto é: 


Қх) - sen x. 


109. Propriedades 


As propriedades da razão trigonométrica seno, já vistas no capítulo IV, item 52, 
a saber: (a) se x é do primeiro ou do segundo quadrante, então sen x é positivo; 
(b) se x é do terceiro ou do quarto quadrante, então sen x é negativo; (c) se x percorre 
о primeiro ou o quarto quadrante, então sen x é crescente; (d) se x percorre o segundo 
ou o terceiro quadrante, então sen x é decrescente, são também válidas para a função 


seno. 
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Além dessas, temos para a função seno: 
1º) A imagem da função seno éointervalo[—1,1],istoé, –1 < sen x < 1 para todo 
x real. 


É imediata a justificação, pois, se P está no ciclo, sua ordenada pode variar apenas 
de —1a+1. 


2º) A função seno é periódica e seu período é 27. 
E imediato que, se sen x = OP, ек € Z, então sen (x + k · 27) = OP,, pois x e 
x + k : 21 têm a mesma imagem P no ciclo. Temos, então, para todo x real: 
sen x = sen (x + k - 271) 


e, portanto, a função seno é periódica. Seu período é o menor valor positivo de k - 27, 
isto é, 21. 


110. Gráfico 


y = sen x 


Fazendo um diagrama com x em abscissas e 
sen x em ordenadas, podemos construir o seguin- 
te gráfico, denominado senoide, que nos indica 
como varia a funcao f(x) = sen x. 


NIA 


wla 


о 
а 


2т 


БЕН й И A 


gl 
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Observemos que, como o domínio da função seno é R, a senoide continua para 
a direita de 24 e para a esquerda de О. No retângulo em destaque está representado 
apenas um período da função. Notemos ainda que as dimensões desse retângulo são 
27 X 2, isto é, aproximadamente 6,28 х 2 e, em escala, 10,5 х 3,2. 


EXERCÍCIOS 


Determine o período e a imagem e faça o gráfico de um período completo das 
funções dadas nos exercícios 128 a 147. 


128.f: R — R dada por f(x) = —sen x. 


Solução 


Vamos contruir uma tabela em três etapas: 
1º) atribuímos valores a x; 

2º) associamos a cada x o valor de sen x; 
3%) multiplicamos sen x por —1. 


Com essa tabela podemos obter 5 pontos do gráfico, que é simétrico da 
senoide em relação ao eixo dos x. 
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É imediato que: 


її) = [= | 
p(f) = 2т 


senoide 


129.f: R — R dada por f(x) = 2: sen x. 


Solução 


Vamos construir uma tabela em três etapas: 
1º) atribuímos valores a x; 

2º) associamos a cada x o valor de sen x; 
3º) multiplicamos sen x por 2. 


GERA 


Com essa tabela podemos obter 5 pontos do gráfico, que deve apresentar 
para cada x uma ordenada y que é o dobro da ordenada correspondente da 
senoide. 

É imediato que: 
Im(f) = [—2, 2] 
p(f) - 2т 
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130.f: R — R dada por f(x) = —2 sen x. 


131.f: R — R dada por f(x) = |sen x]. 


Solução 


Recordemos inicialmente que, para um dado número real a, temos: 
az0 > |а = а 

а<0 > |а = —a 

Aplicando essa definição, temos: 

sen x = 0 = |sen x| = sen x 

(quando sen x > 0, os gráficos y = |sen x| e y = sen x coincidem) 
sen x < 0 > |sen x| = —sen x 


(quando sen x < 0, os gráficos y = |sen x| e y = sen x são simétricos em relação 
ao eixo dos x). 


É imediato que: 
Im(f) = 10,1) 
p(f) = тг 


132.f: R — R dada por f(x) = |3 - sen хі. 


133.f: R — R dada por f(x) = sen 2x. 


Solução 


Vamos construir uma tabela em três etapas: 
1º) atribuímos valores a t = 2x; 
2*) associamos a cada 2x o correspondente sen 2x; 


3*) calculamos x | = i 
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Com base nessa tabela, podemos obter 5 pontos da curva. Notemos que o 
gráfico deve apresentar para cada x uma ordenada y que é o seno do dobro 
de x. Notemos ainda que para sen t 
completar um período é necessário que 
t = 2x percorra o intervalo (0, 27], isto 
é, x percorra o intervalo (0, т). 


Assim, o período de f é: 
р = п- О = т 
É imediato que: Im(f) = І-1, 1] 


134.f: R — R dada por f(x) = sen > 


Solução 
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É imediato que: 
Im(f) = [—1, 1] 
p(f) = 47 


135.f: R — R dada por f(x) = sen 3x. 


Solução 


É imediato que: 


Im(f) = [—1, 1] 
_ Ж 
шй = 
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136.f: R — R dada por f(x) = —sen EX 

137.f: R — R dada por f(x) = З · sen 4x. 

138.f: R — R dada por f(x) = 1 + sen x. 
Solucao 


= [> 


Notemos que о gráfico deve apresentar рага cada x uma ordenada y que é 
igual ao seno de x mais uma unidade. Se cada seno sofre um acréscimo de 
1, então a senoide sofre uma translação de uma unidade "para cima". 


É imediato que: 


Im(f) = 
p(f) = 27 


(0, 2] 


139.f: R — R dada por f(x) = —2 + sen x. 


100 
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140.f: R — R dada por f(x) = 1 + 2 - sen x. 

144. f: R — R dada por f(x) = 2 — sen x. 

142.f: R — R dada por f(x) = —1 + sen 2x. 

143.f: R — R dada por f(x) = 1 + 3 : sen > 

144. f: R — R dada por f(x) = sen (x Е z), 
Solução 


(5-2 
II 
x 
| 
SA 
s= 


T 
E 2 
BENE 
3m 
Ш E 
ao 


FUNÇÕES CIRCULARES 


Notemos que o gráfico deve apresentar para cada x uma ordenada y que é o 


T 2 2 203 
seno de x — T Notemos que para sen t completar um período é necessário 


Th : ? 2 А 
que t = x — A percorra o intervalo (0, 271], isto é, x percorra o intervalo 


| 


ш S 
ПЕШ, 


Assim, о período де f é: 


p(f) = 


9т т 


<= === Фут 


4 71 
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145. 


146. 


147. 


148. 


É imediato que: 
Im(f) = [—1, 1] 


senoide 


f: R — R dada por f(x) = sen (x F i, 
f: R — R dada por f(x) - sen (2x - т) 


ЕК – 2 dada por f0) = 1 + 2: sen [2 - Z). 


Sendo а, b, с, а números reais е positivos, determine imagem е período da 
função f: R — R dada por f(x) = a + b - sen (сх + d). 


Solução 

Façamos cx + d = t. Quando x percorre R, t percorre R (pois a função afim 
t = cx + d é sobrejetora) e, em consequência, sen t percorre o intervalo 
[—1, 1], b - sent percorre o intervalo [—b, b] e y = a + b: sent percorre о 
intervalo [a — b, a + b], que é a imagem de f. 

Para que f complete um período é necessário que t varie de O a 27, então: 


100 = 95 dO = x= - 5 
t= 2 22722221 
с с 
Portanto: 
рл (28 0) (0) 2% 
с с с с 
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149. Determine o período da função dada por y = 3 sen [om + z). 


150. Construa o gráfico de um período da função f: R — R tal que 


=40 9. _ T 
f(x) = 1 — 2 sen (2x г. 


151.Рага que valores de т existe x tal que sen x = 2m — 5? 


Solução 
Para que exista x satisfazendo a igualdade acima, devemos ter: 


=1! == m = 5) = 1 = 41 = ІП eG =e == 2), 


152. Em cada caso abaixo, para que valores de т existe x satisfazendo a igualdade: 


т = 1 
- 2 


a) sen x = 2 — 5m; b) senx=— ? 


V. Função cosseno 


111. Definição 


Dado um número real x, seja P sua ima- 
gem no ciclo. Denominamos cosseno de x (e 
indicamos cos x) a abscissa OP; do ponto P em 
relação ao sistema uOv. Denominamos função 


cosseno a função f: R — R que associa а cada 


real x o real ОР, = cos x, isto é, f(x) = cos x. 


112. Propriedades 


As propriedades da razão trigonométrica cosseno, já vistas no capítulo IV, item 
57, a saber: (a) se x é do primeiro ou do quarto quadrante, então cos x é positivo; (b) 


se x é do segundo ou do terceiro quadrante, então cos x é negativo; (с) se x percorre о 
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primeiro ou o segundo quadrante, então cos x é decrescente; (d) se x percorre o tercei- 
ro ou o quarto quadrante, então cos x é crescente, são também válidas para a função 
cosseno. 

Além dessas, temos para a função cosseno: 


1º) A imagem da função cosseno é o intervalo [—1, 1], isto é, —1 =< cos x < 1 para 
todo x real. 


2º) A função cosseno é periódica e seu período é 2т. 


113. Gráfico 


Fazendo um diagrama com x em abscissas e 
cos x em ordenadas, podemos construir o seguinte 
gráfico, denominado cossenoide, que nos indica 
como varia a função f(x) = cos x. 


> 


| 


у = COS х 


2т 


1. 
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Observemos que, como o domínio da função cosseno é R, a cossenoide continua 
para a direita de 2т e para a esquerda de zero. No retângulo em destaque está repre- 
sentado apenas um período da função. Notemos ainda que as dimensões desse retân- 
gulo devem manter a proporção na escala 2т X 2, isto é, aproximadamente 6,28 x 2 
(em escala, 10,6 x 3). 


EXERCÍCIOS 


Determine o período e a imagem e faça o gráfico de um período completo das 
funções dadas nos exercícios 153 a 167. 


153.f: R — R dada por f(x) = —cos x. 


154.f: R — R dada por f(x) = 2 cos х. 


155.f: R — R dada por f(x) = —3 : cos x. 


156.f: R — R dada por f(x) = |cos xl. 


157.f: R — R dada por f(x) = cos 2x. 


158.f: R — R dada por f(x) = cos > 


159.f: R — R dada por f(x) = 1 + cos x. 


160.f: R — R dada por f(x) = 1 + 2: cos Зх. 


161.f: R — R dada por f(x) = cos (x = т. 


162.f: R — R dada por f(x) = 2 · cos (x = т.) 


163. Determine imagem e período da função f: К — R dada por 


Қ) = —1 + 2- cos (зх = т. 


1-2 > 


164.Para que valores de t existe x satisfazendo a igualdade cos x = 2t- 1 
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165. Esboce o gráfico da função f: RR — R tal que f(x) = sen x + cos x. 


Solução 


Notemos que para cada x esta função associa um y que é a soma do seno 
com o cosseno de x. Vamos, então, colocar num diagrama a senoide e a 
cossenoide e, para cada x, somemos as ordenadas dos pontos encontrados 
em cada curva. 

Veremos mais adiante que: 
Im(f) = [-N2, V2] 

p(f) - 2т 


166. Esboce o gráfico de um período da função f: R — R dada por f(x) = cos x — sen x. 


167.Prove que, se 0 < x < F então sen x + cos x > 1. 
Sugestão: ciclo trigonométrico e desigualdade triangular. 
168. Determine o período da função y = 3 cos 4x. 


169. Calcule a soma dos 12 primeiros termos da série cosa, cos (a + тт), cos (a + 2т),... 


VI. Função tangente 


114. Definição 


Dado um número real x, 


T 


X f 


tkm, 


seja P sua imagem no ciclo. Consideremos a reta OP 
e seja T sua interseção com o eixo das tangentes. De- 
nominamos tangente de x (e indicamos tg x) a medida 


algébrica do segmento AT. 


106 Fundamentos de Matemática Elementar | 3 


FUNÇÕES CIRCULARES 


Denominamos função tangente a função f: D — R que associa a cada real x, 
x + z + kar, o real AT = tg x, isto é, f(x) = tg x. 


Notemos que, para x = > + km, P está em B ou В” e, então, a reta OP fica 


paralela ao eixo das tangentes. Como neste caso nào existe o ponto T, a tg x nào é de- 
finida. 


115. Propriedades 


Além das propriedades já vistas no capítulo IV, item 61, para a razão trigonométri- 
ca tangente, ou seja, (a) se x é do primeiro ou do terceiro quadrante, então tg x é positiva; 
(b) se x é do segundo ou do quarto quadrante, então tg x é negativa; (с) se x percorre 
qualquer um dos quatro quadrantes, então tg x é crescente, temos também para a fun- 
ção tangente: 


1º) O domínio da função tangente é D = Ë eR|x = > + кт. 


2º) Aimagem da função tangente é К, isto é, para todo y real existe um x real tal que 


tg x = y. 

De fato, dado y € R, consideremos sobre o eixo das tangentes o ponto T tal que 
AT = y. Construindo a reta OT, observamos que ela intercepta o ciclo em dois pontos, 
P e P', imagens dos reais x cuja tangente é y. 

3?) A função tangente é periódica e seu período é т. 

De fato, se tg x = AT e k € Z, então tg(x + Кт) = AT, pois x e x + ka: têm imagens 
P e P' coincidentes ou diametralmente opostas no ciclo e, assim, ОР = ОР”, portanto 
OP n c = ОР'П\ с. 


Temos, então, para todo x real e x + > + Кт: 
tg x = tg(x + Кт) 


e a função tangente é periódica. Seu período é o menor valor positivo de Ктт, isto é, тг. 


116. Gráfico 


Fazendo um diagrama com x em abscissas e tg x em ordenadas, podemos cons- 
truir o seguinte gráfico, denominado tangentoide, que nos indica a variação da função 
f(x) = tg x. 
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tg 2x? 


170. Qual é o domínio da função real f tal que f(x) 
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Solução 


Façamos 2x = t. Sabemos que existe tg t se, e somente se, t = 2 + km 
2 2 
(к е 2), então: 


qr qr qr 


= T ШШ 
00-|хєвїхө 4 HF ez]. 


171. Qual é o domínio das seguintes funções reais? 
a) f(x) = tg 3x b) g(x) = tg (2x = ij 


172. Para que valores de a existe x tal que tg x = Va? — 5a + 4? 


173. Esboce o gráfico e dé o domínio e o período da função real f(x) = tg [x — i) 


Solucao 
Façamos x - <= t. 

: MUS = LE ша. 
Temos: 1181-55 + 5 tkm => x To hm 


então DIN = fx E R |x e 27 + hm, k € Z}. 


Para tg t descrever um período completo devemos ter: 


T T T T т т Зт 
В шоог то 

então p(f) = a | z) т. 

Como а função associa а cada x a tg (x = ij 


um gráfico que é atangentoide deslocada de— = 


teremos (por analogia com as funçoes já vistas) | 
рага а direita. ; 
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VII. Função cotangente 


117. Definição 


Dado um número real x, x = Кт, seja 
P sua imagem no ciclo. Consideremos a reta 
ОР e seja D sua interseção com o eixo das 
cotangentes. Denominamos cotangente de x 
(e indicamos cotg x) a medida algébrica do 
segmento BD. Denominamos função cotan- 
gente a função f: D — R que associa а cada 
real x, x = Кт, о real BD = cotg x, isto é, 
f(x) = cotg x. 

Notemos que, para x = Кт, P está em A ou А" e, então, a reta OP fica paralela ao 
eixo das cotangentes. Como neste caso não existe o ponto D, a cotg x não é definida. 


118. Propriedades 


São válidas para a função cotangente as propriedades já vistas no capítulo IV, 
item 65, para a razão trigonométrica cotangente, a saber: (a) se x é do primeiro ou do 
terceiro quadrante, então cotg x é positiva; (b) se x é do segundo ou do quarto quadran- 
te, então cotg x é negativa; (c) se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, então 
cotg x é decrescente. Além dessas, temos: 


1%) O domínio da função cotangente é D = (x E R | x + km). 
2º) A imagem da função cotangente é R, isto é, para todo y real existe um x real 
tal que cotg x = y. 


3º) A função cotangente é periódica e seu período é т. 


119. Gráfico 


Considerando arcos, por exemplo, do 1º e 2º quadrantes, temos a seguinte rela- 
ção de pares ordenados (x, cotg x) para traçar o gráfico da cotangente: 


НИЕНІ 
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cotg x 


' 
C eiu 
[ [ 
ES eee ataqa 


Elm 


1371 
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VIII. Função secante 


120. Definição 


Dado um número real x, 
т 

Х £ — + Кт, 
2 


seja P sua imagem no ciclo. Consideremos 
a reta s tangente ao ciclo em P e seja S sua 
interseção com o eixo dos cossenos. Deno- 
minamos secante de x (e indicamos sec x) a 
abscissa OS do ponto S. Denominamos fun- 
ção secante a função f: D — R que associa 


а cada real x, x = E + Кт, o real OS = sec x, 


isto 6, f(x) - sec x. 


TT Р 23 é 
Notemos que, para x = > + Кт, P está ет B ou В” e, então, a reta s fica 
paralela ao eixo dos cossenos. Como neste caso não existe o ponto S, a sec x não é 


definida. 


121. Propriedades 


A função secante tem as mesmas propriedades já vistas no capítulo IV, item 67, 
para a razão secante, a saber: (a) se x é do 1º ou do 4º quadrante, então sec x é posi- 
tiva; (b) se x é do 2º ou do 3º quadrante, então sec x é negativa; (c) se x percorre o 1º 
ou o 2º quadrante, então sec x é crescente; (d) se x percorre o 3º ou o 4º quadrante, 
então sec x é decrescente. Além dessas, há, ainda: 


1º) O domínio da função secante é D = Ë eR|x = > + «| 


2º) A imagem da função secante é К — ]—1, 1|, isto é, para todo y real, com 
y € —1 ou y 2 1, existe um x real tal que sec x = y. 


3?) А função secante é periódica e seu período é 27. 
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122. Gráfico 


Tabela de pares ordenados (x, sec x), relativa aos valores do 1º e 2º qua- 
drantes: 


período completo da função sec x 


З | Fundamentos de Matemática Elementar ЇЇ =] 


FUNÇÕES CIRCULARES 


IX. Função cossecante 


123. Definição 


Dado um número real x, x = Кт, seja Р sua imagem no ciclo. Consideremos а 
reta 5 tangente ao ciclo em P e seja С sua interseção com o eixo dos senos. Denomi- 
namos cossecante de x (e indicamos por cossec x) a ordenada ОС do ponto С. Deno- 
minamos função cossecante a função f: D — R que associa a cada real х, x + Кт, O 
real OC = cossec x, isto é, f(x) = cossec x. 


Notemos que, para x = kr, P está em A ou A! e, então, a reta s fica paralela ао 
eixo dos senos. Como neste caso não existe o ponto С, a cossec x não é definida. 


124. Propriedades 


São válidas as propriedades vistas no capítulo IV, item 69, para a razão tri- 
gonométrica cossecante, também para a função cossecante, a saber: (a) se x é do 
1º ou do 2º quadrante, então cossec x é positiva; (b) se x é do 3º ou do 4º quadrante, 
então cossec x é negativa; (c) se x percorre o 2º ou o 3º quadrante, então cossec x 
é crescente; (d) se x percorre o 1º ou o 4º quadrante, então cossec x é decrescente. 
Além dessas, temos: 


1º) O domínio da função cossecante é D = (x € R | x % km). 


2º) A imagem da função cossecante é R — ]—1, 1[, isto é, para todo real y, com 
y € —1 ou y > 1, existe um x real tal que cossec x = y. 


3?) A função cossecante é periódica e seu período é 27. 
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125. Gráfico 


COSSEC x 


ei 


ЕЯ 
N 
уф 


EXERCÍCIOS 


175. Determine o domínio e o período das seguintes funções reais: 


f(x) = cotg (x = т), g(x) = sec 2x, h(x) = cossec s + х) 


176. Ет cada caso, determine o conjunto ао qual т deve pertencer де modo que exista 
x, satisfazendo a igualdade: 

=2-m sem 

a) cotg x с) cossec x Tm 


b) sec x = 3m - 2 
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2 1 1 + cos x 
177. Simplifique ak [ES 


à - А 1 cossec x — sen x 
178. Dé uma expressão, em função de cotg x, equivalente а ——————————. 


sec x — cos x 


cos? 0 


Т =56п б em função de sen Ө. 


179.Se 0 = = + кт, k inteiro, calcule 


. _ т . 4у 4 
180. Determine uma expressão, em função de cos х, equivalente a Боз л LS А 
181. Determine, em função de cossec x, uma expressão equivalente а 


sen x 1 + cos x 
1 + cos x sen x 


182. Se sen x + cossec (—x) = t, calcule sen? x + cossec? x em função de t. 


te2x+ 1 
cotg? x + 1” 


183. Se sen x = m i calcule em função de n. 


X. Funções pares е funções ímpares 


126. Definição 


Uma função f: A — B é denominada função par se, e somente se: 
f(x) = f(-x), Vx € A 
isto é, dando valores simétricos à variável, obtemos o mesmo valor para a função. 
Exemplos: 
1º) f(x) = |х| é função par, pois |-x| = |х|, Vx € R. 
2º) f(x) = x? é função par, pois (-х)2 = х2, Vx ER. 


3º) f(x) = ES 1 > 


7 К irc кенет ” 
x é função par, pois Er Pes Vx € R*. 
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Da definição decorre que o gráfico de uma função par é simétrico em relação ao 
eixo y, pois: 


(хуу E f = (—x, y) € f 


у= ж 


127. Definição 


Uma função f: A — B é denominada função ímpar se, e somente se: 
f(—x) = —f(x), Vx € A 


isto é, dando valores simétricos à variável, obtemos valores simétricos para a 
função. 
Exemplos: 


1º) f(x) = 2x é função ímpar, pois 2(-х) = —2x, Vx E R. 


2%) f(x) = x? é função ímpar, pois (-x)? = —x3, Vx € R. 
3º) f(x) = E3 é função ímpar, pois Е = 23 Vx є RX. 
x (—x) x 


Da definição decorre que o gráfico de uma função ímpar é simétrico em relação 
à origem do sistema cartesiano, pois: 


(x, y) € f = (—x, —y) € f 


Lx 
y=2x me 
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128. Os números x e —x têm, no ciclo, imagens simétricas em relação ao eixo dos 
cossenos. Em consequência, temos: 


sen (—x) = —sen x, Vx € К 
cos (—x) = cos x, Vx € R 


portanto, de acordo com as definições dadas, a função seno é função ímpar e a função 
cosseno é função par. 


EXERCÍCIOS 


184. Verifique a paridade das funções: 
a) tg x с) sec x 
b) cotg x d) cossec x 


185. Uma função, com domínio simétrico em relação à origem, é par se f(—x) = f(x) e é 
ímpar se f(—x) = —f(x), qualquer que seja x pertencente ao domínio. 


a) Prove que, se f é ímpar e O pertence ао seu domínio, então ҚО) - O. 
b) Prove que, se Ғе par e ímpar, então f(x) = 0. 


186. Seja a função f: R — R definida por f(x) - 3. Determine a paridade da função 
g: R — R definida por 


n fatores 
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I. Fórmulas de adição 

Vamos deduzir fórmulas para calcular as funções trigonométricas da soma 
(a + b) e da diferença (a — b) de dois números reais quaisquer a e b, conhecidas as 
funções circulares de a e de b. 


129. Cosseno da soma 


Sejam P, Q е R os pontos do ciclo asso- 
ciados aos números a, a + be —b, respectiva- 
mente. Em relação ao sistema cartesiano uOv, 
as coordenadas desses pontos são: 


P (cos a, sen a) 

Q (cos (a + b), sen (a + b)) 

R (cos b, —sen b) 

Os arcos А0 e RP têm а mesma тесі- 
da, portanto as cordas AQ e PR têm medidas 
iguais. Aplicando, então, a fórmula da distân- 


cia entre dois pontos, da Geometria Analítica, 
temos: 
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dão = (Xo — Xa)? + (yo — Ya)? = 
= [cos (a + b) — 12 + [sen (a + b) — 02 = 
= cos? (a +b) — 2 · cos (a + b) + 1 + sen? (a +b ) = 
= 2 — 2 : cos (a + b) 


Ойр = (Xp — Xp)? + (yp — уң)? = 
= (cos a — cos b)? + (sen a + sen b)? = 
= cos? a — 2 : cosa: cos b + cos? b + sen? a + 2: sena: sen b + sen? b = 
=2-2-cosa:-cosb+2-sena-senb 


dao = dp > 2- 2: cos (а + b) -2—2:cosa:cosb + 2: sena: sen b 
е, então, vem a fórmula: 


cos (а + b) = cos a: cos b — sena · sen b 


130. Cosseno da diferença 


A partir da fórmula anterior podemos obter o cosseno da diferença: 
cos (а — b) = cos [a + (—b)] = соза: cos (—b) — sen a : sen (—b) = 
= cos a : cos b — sena · (—sen b) 


cos (a — b) = соза. cos b + sena · беп Б 


131.Seno da soma 


então: 


T 


sen (a + b) = cos |- (a + | = cos || - a) - o| = 


= cos {2 — а). cos b + sen (Æ - a) sen b 


sen (а + b) = sen а. cos b + sen b : соза 


então: 
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132. Seno da diferença 


A partir do seno da soma podemos obter o seno da diferença: 
sen (a — b) = sen [a + (—b)] = sen a : cos (—b) + sen (—b) - cos a = 


= sen a: cos b + (—sen b) : cosa 


então: 
sen (а - b) = sen a - cos b — sen b : cos a 


133. Tangente da soma 


A tangente da soma pode ser obtida com o seno e o cosseno da soma: 


t eps ы к сык иы ге 
8 cos (a + b) cosa-cosb – ѕепа · senb 


sen a · cos b + sen b · cosa 
cos a : cos b 


cos a · cos b — ѕепа · беп b 
cos a : cos b 


sen а. cos E sen b · соза 
| Cos a : cost cosa” cos b 
^ cosa: cost X sena-senb 
cosa: cost — cosa-cosb 


então: 


|| tga+tgb 
c 1-—tg£a-tgb 


Esta fórmula só é aplicável se: 


T T T 
а + — + Кт, b + — + Кт е атр + = + Кт 


134. Tangente da diferença 


Da fórmula anterior temos: 
m E tga+rtg(-b) _  tga-(-tgb) 
809 0) 818 TCM TT Ga gb) 1-tga-(-tEb) 


121 
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então: 


Esta fórmula só é aplicável se: 
T 


а+ 5 


+ Кт, DAS + Кт е abi + Кт 


135. Cotangente da soma 


De modo análogo à tangente da soma, temos: 


cos (а +b) _ соѕа · соѕ р – sena-senb _ 
sen (a + b) sen a · cos b + sen b · cosa 


cotg (a + b) = 


cos a · cos b — sen a · беп b 
sena: senb 


sen a · cos b + sen р. cosa 
sena: senb 


cosa:cosb  será-semb 
| sena-senb  será-:serrb 
será :cosb | semb- cosa 
semd-senb sena-semb 


então: 


aya | 


со a + со b 


Esta fórmula só é aplicável se: 


ат Кт, b*kr e а-05 кт 


136. Cotangente da diferença 


Da cotangente da soma temos: 
_ Cotg a · cotg (—b) —1 
^A cotg a + cotg (—b) 


cotg a - (—cotg b) — 1 cotg a - cotgb — 1 


^ cotga+(-cotgb) ^ cotga-cotgb 


cotg (a — b)= cotg [a + (—b)] 
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então: 
Е Е со ас coig 221 
51515262) сов b — cotg a 


Esta fórmula só é aplicável se: 
аз Кт, b*kr e a-b-zkm 


EXERCÍCIOS 


187. Calcule os valores de: 


a) cos 15º c) tg 75º 
b) sen 105º d) sec 285º 
Solução 


a) cos 15° = cos (45º — 30º) = cos 45º сов 30º + sen 45° · sen 30º = 
Бл ELI NER GE sm 


2 2 2 2 4 


b) sen 105? = sen (60? + 45?) = sen 60º - cos 45º + sen 45° · cos 60º = 


СЕ ЕО Р eo 
-o Хол. 
tg 45º + tg 30º 


AS SETE E 


ҮЗ 
тайш, 
= 3 кк єє 
3 3-wN3 
ї1—1.—— 
3 
d) Dee SS np 


cos 75º соѕ (45° + 309) Ve — 12 
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188. Calcule cotg 165º, sec 255º e cossec 15º. 
189. Dados: t£ A = 2 e t£ B = 1, ache tg (A — B). 


190. Calcule o valor da expressão sen 105? — cos 75º. 


191. Dados: sen x = E e cos y = i calcule o cos (x + y), sabendo que O < x < u 


Solução 


1º) cos x = +V1 — sen? x = + 1 -— - + 


| 25 12 
9 E Жау = = Ж» к= с=с ы 
го) 595 1 169 13 


3°) cos (x + у)- cos x : cos y — sen x : sen y = 


2 5 IO 
5^ 13 5 13 65 


192. Sabendo que tg a = 4 esenb = 4 com S < b < т, calcule tg (a + b). 


Solução 
По ПЕТЕ ПЕШ ЕЕС 
25 5 
23 
° E A 
2910-2205 3 
Бу 
A -2 
o AA mega tas 
г. 17 17 
Əl © 79 


Y 
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т Зт 
0 < x < — ES 


Eo жың — ет<у< calcule 
17: у- 57 2 т у , u 


sen (x + y), cos (x + y) e tg (x + y). 


193.Sabendo que sen x = 


194. Estude a variação das seguintes funções reais: 
a) f(x) = sen 2x - cos x + sen x : cos 2x 


b) м assi m 


2 2 
1 +tgx 
el у= 1 = tg x 
Soluçao 


a) f(x) = sen (2x + x) = sen 3x 
então: 
D(f) = R 
- 27 
Ə 
Im(f) = [—1, 1] 


b) 80) = cos x cos T+ sen x sen 7. = cos (x — Т.) 


4 4 
então: 
D(g) = R 
р = 2т 
A = [= 
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TT 
tg +g x ре 
ее 
Se Es 
entáo: 
00) кевіх F+ kal 
[= шү 
Im(h) = R 


к--э(-242|-шо-0 


195. Estude а variação das seguintes funções reais: 
a) f(x) = cos? 2x — sen? x ав sen x + cos x 
b) gx) = ҮЗ : cos x — sen x cos x — sen x 


196. Qual é o período da função f: R — R dada por: 
f(x) = sen x : cos 2х : cos Зх — sen x - sen 2х - sen Зх + 
+ cos х : sen 2x - cos Зх + cos x : sen Зх · cos 2x 


197. Sabendo que tg 75? = 2 + V3 e tg 60º = V3, calcule tg 15º. 


II. Fórmulas de multiplicação 


Vamos deduzir fórmulas para calcular as funções trigonométricas de 2a, 3a, 
4a, etc., conhecidas as funções circulares de a. 


137. Funções circulares de 2a 


Façamos 2a = a + a e apliquemos as fórmulas de adição: 
l) cos 2а = cos (a + а) = соза: cosa — sena: sena 


então: 


cos 2a = cos? a — sen? a 


cos 2а = 2. cos2a — 1 
сов 2а = 1-2.веп2а 
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1) sen 2а = sen (a + a) = sena : cosa + sena: cosa 


сеп 2а = 2 . sena: cos a 


іра + іса 
1 = іва: іва 


então: 


111) tg 2a = tg (a + a) = 


entáo: 


2-tga 


22200 


138. Funções circulares de За 


Fazendo 3a = 2a + a e aplicando as fórmulas de adição, temos: 


l) cos За = cos (2a + a) = cos 2a - cosa — sen 2a - sena = 


(2- cos? a — 1) cosa — (2 · sen a : cosa) sen a = 
= (2: cos? a — 1) cos a — 2 ѕеп2а · cosa = 


= (2: cos? a — 1) cos a — 2 : (1 — cos? a) cos a 


então: 
Il) sen За = sen (2a + а) = sen 2a : cos a + sen а: cos 2а = 
= (2 - sen a : cos a): cos a + sen a (1 — 2 : sen? a) = 
= 2 «sena: (1 — sen? a) + sena: (1 — 2 sen? а) 
então: 


sen За = З · sen a — 4 · ѕепЗ а 
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21ga 
шоазша 1-2 + 8° 
Mia a aa энэ .— 
Ta €? 


2 2 азва (1-= 162 а) 
(1 — 162 а) – 2: іра · іва 


então: 


3-tga-tga 
Ше 6 


газа 


198. Sendo tg x = Tem < x < Эт, calcule sen 2x. 

Solução 
Элст INESSE 

Е 1 + ір2х ` Т5 

өс ЕЛЕЕ Е m wu 
СӘХ тр 7205 

- тэ 
sen 2x = 2: sen x : cos x = 2 | 3 | ЭР 25 


199. Calcule sen 2x, sabendo que: tgx + cotg x = 3. 
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201. 


202. 


203. 


204. 


205. 


206. 


З | 
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Sendo cotg x = 22 е0<х< 2° calcule cos 2x. 


Solução 


cossec x = V1 + cotg^x = [1 + ЭЁ = S > senx= +> 


25 119 
E Чі Do EE q со. == SS 
cos 2x=1-—2-senóx=1-2 169 ^ 169 


T . 


2 


ом 


Sendo sen a = ,com 0 <a < 


a) calcule sen | + 2а); 


ala nja 
+ 
ue > 


b) calcule cos | 


Sendo sec x = A e = < x < 2m, calcule tg 2x. 


Solução 


ETE УК Оа 
tg x = —N sec“ x = 576 1- 24 
_ 44 
2 Дэн Жоо 24 336 
EXqgxo, 49 ^ 527 


576 


Se cos x = E e Эт < x < 2т, calcule sen 3x. 


12 т 
=X%e==<x< В 
Se sen x 13 e 5 x < т, calcule cos 3x 


Se sec x = + е0<х< 3 calcule tg 3x. 


147 


T т 
Calcule sen2 — — cos2 — => 


T 
12 12 +183 +18 
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207. Esboce o gráfico da função y = 2 - sen? x utilizando o gráfico de cos 2x. 


Solução 


A partir da identidade cos 2x = 1 — 2 · sen? x, temos: 


y=2-sen?x = у = 1 — cos 2х 


208. Estude а variação das seguintes funções reais: 
a) f(x) = cos? x — sen? x с) h(x) = соѕ x + sen? x 
b) g(x) = 8 : sen? x · cos? x 

209. Qual é o período das seguintes funções reais? 
a) f(x) = sen x : cos x 


1 — tg? 2x 
b) EM) = T tg? 2x 


с) h(x) = cos x + бепбх 
210.Sabendo que sen a = - e cos a = +, calcule sen 2а + cos 2a. 


211. Se a e b são ângulos positivos inferiores a 180º, calcule sen 2a e cos 2b, sabendo 


E а EE 
q Ea =z 


212. igualdade tg x = a cotg x + b cotg 2x é válida para todo x real tal que x = Кт. 
Determine а е b. 
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III. Fórmulas de divisão 


Vamos deduzir fórmulas para calcular as funções trigonométricas de 


Х 
: - . 2' 
conhecida uma das funções circulares de x. 


139. É dado o cos x 


Sabemos que cos 2a = 2 cos? a — 1 e cos 2а = 1 – 2 · ѕеп2а, portanto, fazendo 
2a = x, teremos: 


X 
cos x = 2 cos? — — 1 = 


X 
cos x = 1 — 2 ` sen? = 


X 
Es 


Os sinais (+) só têm sentido quando se conhece cos x, sem conhecer x. Assim, 
sabendo que cos x = cos хо, temos: 


13) solução: x = xo + 2кт > — - — +кт (1) 
2º) solução: x = —x + 2kr > — = -2 + Кт (2) 


As expressões (1) e (2) nos indicam que, dado cos x, existem 4 possíveis 


arcos > pois k pode assumir valores pares ou ímpares, os quais dão origem a dois 
valores para cos > sen > e tg > Provemos que existem dois valores simétricos 


para cos > por exemplo: 


E Žo = е 
Em (1) k par: cos 2 21 2 + кл) cos 5 
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Em (1) k ímpar: cos — = cos з + (2k, + ДЫ = СО5 Е + т) = —cos - 
Ет (2) k par: cos 7-— С -2 окт = cos за. = cos 2 
par: 2 1 2 2 
Хо Хо 
Em (2) k ímpar: cos 7-— cos л. > + (2k, + 1)т |- = cos (-% + 3 = 
= —cos 20 
2 
140. É dado o sen x 


Sabemos que cos x = +V1 — sen? x, portanto, tendo sen x, calculamos cos x e 
entramos com as fórmulas do parágrafo anterior. 


EXERCÍCIOS 


213.Se senx — 24. е Е <х < т, calcule as funções circulares de > 
Soluçao 
cosx = —V1 = sen?x = = 018 туа 
625 
cen =+ 1 — cos x = al 16 = 


2 2 25 


25 
5 
X 1 + cos x 9 8 
шон жо 25 5 
Xp cos xm. 16 4 
€ 7*41*csx 19 3 
шил 
57 


Il 
Jt 


Observemos que P: < 


N |> 
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214. Calcule as funções circulares de q 


Solução 


Sabemos que cos л 2 
q nmm 


Portanto, temos: 


215. Dados sen 0 — 2 e ш 


5 > < 0 < т, calcule 


А = 25 зеп + VTO sen >. 


2, Ms a 
216.Se 0 < a, < 5 € cos (an) = л т. Calcule cos | 2 ) 


5 X 
217.Se tg x = 12” calcule sen PE 
Solucao 
Cos Xx = + 
sen | = 
э É 
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então há 4 possibilidades para sen ы 


2 
226 (428 , 5\26 |. 5/6 
267 26” 26 2 


218. Sabendo que x é um arco do primeiro quadrante e cos x = E determine sen E 
X 
etg >: 


24 т x x x 
219. Sabendo que cos x = 256 0<х< > calcule sen vul iyu tg ЭГ 


Әт 


220. Sendo sec x = 4e 2 


q + X 
2 ; 


2241. Estude a variação da função f: R — R dada por f(x) = | A 


Solucáo 


< x < 2m, calcule «| 


1 = (os 2 


2 — sen? x, portanto, 


De cos 2x = 1 — 2 sen? x decorre que 


f(x) = Vsen? x = |sen хі 


Já vimos que: 


D(f) = R 
р-т 
Im(f) = [0; 1] 


222. Estude a variação da função f: R — Ë |x = а + «| — R dada por 


1 — — 
f(x) = (1 — cos 2x)? - (1 + cos 2x) 2. 


в 


ме 


223. Qual é o período da função f: R — R dada por f(x) = (1 + cos 4x)*? 
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IV. É dada a tg r3 


Vamos deduzir fórmulas para calcular as funções trigonométricas de x, conhe- 


cida a tg |. 
8 2 


Das fórmulas de multiplicação, temos: 


cos? a sen a 1 
sen 2a = 2 · ѕепа · соѕа = 2 · sena: ——— = 2. ——— . ——— = 
соѕ а соза  sec?a 
-2 tga 
1 + tg? a 
2-tga 


Eos 


Fazendo 2a =x e а = > temos: 


sen x 
Notando que cos x = 


tg x" temos: 


A utilidade destas três últimas fórmulas é permitir a substituição de sen x, 
cos x e tg x por uma única função E E através de expressões racionais. Esse 


tipo de substituição é frequentemente utilizado na resolução de equações trigo- 


nométricas. 
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EXERCÍCIOS 


224. Se tg 5 - > calcule tg a. 


225. Calcule sen a, sabendo que cotg 5 = ҮЗ. 


V. Transformação em produto 


141. Em Álgebra Elementar, têm grande importância prática os recursos para trans- 
formar um polinômio em produto de outros polinômios (fatoração). Assim, por exem- 


plo, temos: 
x? — 2x = x(x — 2) — colocação em evidência 
x? — 4 =(x + 2) (x — 2) —  diferenca de quadrados 


Canta = (+ 22] 
х2 — 4x + 4 = (x — 2) 


—  trinómios quadrados perfeitos 
х + 8 = (x + 2) (х2 – 2x + 4) — soma de cubos 
x3 — 8 = (x — 2) (2 + 2x + 4) — diferença de cubos 


3 2 4 — 3 
X + Зх 3x + 1=(x+1) | — polinômios cubos perfeitos 


x — 3x2 + Зх — 1 = (x — 13 


Muitas vezes aplicaremos esses recursos à Trigonometria, recorrendo a transfor- 
mações como: 


sen? x — 2 : sen x = sen x (sen x — 2) 
Sen? x — cos? x = (sen x + cos x) (sen x — cos x) 


Além dos recursos algébricos, a Trigonometria dispõe de fórmulas que permitem 
completar uma fatoração. Assim, no exemplo acima, podemos fatorar: 


senx + cosx е senx — COS X. 


Vamos deduzir agora as fórmulas para transformar somas e diferenças trigo- 
nométricas em produtos. 
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142. Sabemos que: 
cos (а + b) = соза: cos b — sen а: sen b (1) 
cos (a — b) = cosa: cos b + sen а: sen b (2) 
sen (a + b) = sen a : cos b + беп b : cos a (3) 
sen (a — b) = sen a : cos b — sen b : cos a (4) 


Logo: 

(1) + (2): cos (a + b) + cos (a — b) = 2 : cos a : cos b 
(1) — (2): cos (a + b) — cos (a — b) = —2 : sena: sen b 
(3) + (4): sen (a + b) + sen (a — b) = 2: sena : cos b 
(3) — (4): sen (a + b) — sen (a — b) = 2 · sen b : cosa 


Essas relações são denominadas fórmulas de Werner. 


143. Fazendo nas fórmulas de Werner: 


a+b=p | p-*q |.p-q 
, portanto, a — e b =—— 
| РЕВА 2 2 


obtemos as fórmulas de transformação em produto: 


144. Temos ainda que: 


senp | senq _ senp-cosq+seng-cosp 


+ = = 
Ер *t6a cosp сова cos p : cos q 
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senp senq senp · соѕ а – senq -cosp 
= SEn Poneys AT етене y 


Cn Ed osd cos p : cos q 


sen (p — q) 


(p.e d c бэр cosa 


EXERCÍCIOS 


226. Transforme em produto: 
a) y = sen 5x + sen 3x 


b) y = cos 3x + cos x 

C) y = sen 7a + sen ба - sen За — sen a 

d) y = cos 9a + cos 5a — cos 3a — cos a 

e) y = sen a + sen b + sen c — sen (a + b + c) 
боішсао 

а) y=2:sen 27 3X cos 9X 9X 2. sen 4х-созх 
b) y = 2: cos HS X соз 252% = 2 - cos 2x cos x 


C) y = (sen 7a + sen 5a) — (sen 3a + sen a) = 
= 2. sen ба : cos a — 2 - sen 2a : cos a = 
= 2: cos a: (sen ба — sen 2а) = 
= 2 : cos a : (2 : sen 2а: cos 4а) = 
= 4: cos a: sen 2а: cos 4a 


d) y = (cos 9a + cos 5a) - (cos За + cos a) = 
= 2 : cos 7a : cos 2a — 2 : cos 2а : cos a = 
= 2 : cos 2a : (cos 7a — cos a) = 
= —4 : cos 2а. sen 4a · sen За 
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e) у = (sen a + sen b) — [sen (a + b + c) — sen с] = 


2 2 2 2 
a+b a + b + 2c a—b 
= —2 : sen | cos == — cos —— | = 
2 2 
a+b+2c+a-b a+b+2c-a+b 
a+b 2 2 E 
-2.веп z` -2:веп-----2-----зеп----- = 
22: сугас сеп i 
Е 2 2 2 
227.Transforme em produto: 
a) y = 1 + sen 2x с) y = 1 + cos a + cos 2а 
b) y = 1 + cos x d) y = sena + 2 : sen 3a + sen 5a 


Solução 


= ший =D o ши ; ШИРЭГР e оеп 
а) у sen + sen 2x 2 веп [+ x) cos [2 3 2-sen (2-8) 


р) y = cos 0 + cos x = 2 : cos É cos (- X.) = 2 008? 2 


с) y = (cos 2а + cos 0) + cos a = 2. cos? a + cos a = 


= 2: соза (cos a + ++) = 2 cos a [cosa + cos | = 


e : шэг © _ ш 
=4-cosa cos (5 + z) cos [2 z) 


d) y = (sen ба + sen a) + 2 · sen За = 2 · sen За: cos 2а + 2. sen За = 
= 2 · sen За: [cos 2а + 1] = 2. sen За: [cos 2а + cos 0] = 
= 2 - sen За · (2 - cos a : cos a) = 4 : sen За. cos? a 


228. Transforme em produto: 


a) y = sen x + cos x d) y = sen? 5x — sen? x 
b) y = cos 2x — sen 2x ) sen a + sen b 

e y = ------------------- 
c) y = cos2 3x + cos2 x cos a + cos b 
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Solução 
a) у = sen x cos x = sen x + sen ($ — E 
т AT TT 
-2.sen d сов (x = Ж) = V2 - cos (x — $) 


b) y = cos 2x — cos Е = 2 


T Tu 
— Sen sen (2x — 1.) = -2 - sen [2x - 2 


= (cos Зх + cos х) · (cos Зх — cos х) = 

= (2 - cos 2x : cos x) (—2 : sen 2x : sen x) = 
—(2 - sen 2x · cos 2x) (2 · sen x : cos x) = 
= —sen 4х · sen 2x 


о 

NE 

< 
| 


d) y = (sen 5x + sen x) (sen 5x — sen x) = 
= (2 - sen Зх · cos 2x) (2 - sen 2х · cos Зх) = 
= (2. sen Зх · cos Зх) (2: sen 2х: cos 2x) = 
sen 6x - sen 4x 


a+b E = р 
2:веп---- cos 5 EURO 
2725 a+b мер 2 
2: 5 
cos 5 cos 5 


229. Transforme ет produto: 
a) y = sen (a + b + c) — sen (a — b + c) 


b) y = cos (a + 2b) + cos a 
C) y = sen a + sen (a + r) + sen (а + 2r) + sen (a + 3r) 
d) y = cos (a + 3b) + cos (a + 2b) + cos (a + b) + cos a 
e) y = cos? p — cos? q 
f) y = sen2 p — sen2 q 
g) y = cos? p — sen2 q 
72 sen 2а + беп 20 
cos 2a - cos 2b 
i) үсээ ви 
1 — sena 
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230. Calcule o valor numérico da expressão: y = sen Dm “ COS En 
Solucáo 
Do йі DOG шш 
Fazendo z “712 е Ээ “7712 / obtemos 
24% 2т т 
p= EDE 2m e q 127% portanto: 
y=5[2 sen 131. cos 217. = (sen 2m + sen 2 -$(o« 5) -i 
231. Calcule o valor numérico das expressões: 
a) y = sE 
y > 8 8 
b) = CLE © 
as 12 12 
c) y = sema e 
y= 24 24 
232. Prove que cos 40%. cos 80º - cos 160° = -i. 
Solução 
cos 40º - cos 80%. cos 160º = 2-009 созду - cos 160º = 
_ (cos 120° + cos 40º) · cos 160º _ 
== 
1 о 1 о о 
2001 - cos 160 %-2:2:с0540 - cos 160 
A E 
. —cos 160º + cos 200º + сов1209 .cos120 1 
RE SEASON EEE, 


233. Prove que tg 81? — tg 63° — tg 27? + tg 9° = 4. 
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234. Estude a variação da função f: R — R dada por f(x) = cos x — sen x. 


Solução 
10 Биг ус дээр SUNG (е 
f(Q = cos x = cos ($ — x) = 2 sen - sen (x т. 
= SD s ша 
= —\2. sen [x т. 
Ропапіо: 
D(f) = R 
p = 2т 


Im(f) = [-N2, V2] 


235. Estude а variação da função f: R — R dada por f(x) = sen 2x + cos 2x. 


. й 2 1+tgx 
236. Qual é o período da função f(x) = Tux? 
х-у x+y 
237. Sendo sen x — sen y = 2 - sen 2--:С05---е lembrando que 


|sen z| < |4, lcos t| = 1 e la-b| = lal - lb], compare |sen x — sen y| e |x — yl, com 
x е у números reais quaisquer. 


238.Prove que, sea + b + c = $, então: 
а) tga-tgb+tgb-tgc+tgc-tga=1 
b) cos? a + cos? b + cos? c — 2-sena-senb-senc=2 
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239. Prove que, se (sen 2А, sen 2B, sen 2С) é uma progressão aritmética, então о 


240. 


241. 


242. 


mesmo ocorre com (tg (A + B), tg (C + A), tg (B + С)). 


Solução 

Por hipótese, temos: 

sen 2B — sen ДА = sen 2С - sen 2В 

2. sen (В - A) : cos (B + A) = 2 : sen (C — В): cos (C + B) 

sen (В + C) — (С + А): cos (В + A) = sen (С + A) — (A + В): cos (C + В) 
[sen (B + С): cos (С + А) - sen (С + А): cos (В + C)] - cos (В + A) = 

= [sen (С + А): cos (А + В) - sen (A + В): cos (C + A)] - cos (С + В) 

sen (В + C): cos (C + A): cos (А + B) — sen (С + A) - cos (B + C): cos (A + В) = 
= sen (C + A): cos (А + В) : cos (B + С)- sen (A + B): cos (C + A): cos (C + В) 
Dividindo por cos (A + В). cos (В + С) - cos (С + A), temos: 

sen(B+C) sen(C+A) sen(C+A) еп (А + В) 


cos (B + С) cos (С + А) cos (C + A) cos (A + B) 
isto é: 
tg (B + C) — tg (C + A) = tg (C + A) — tg (A + B) 


Prove que, se os ângulos de um triângulo ABC verificam a relação cos А + cos B = 
= беп С, então o triângulo é retângulo. 


Solução 
cos А + cos B = sen C > 


еш S AO 
2 2 2 


зог o S Ë Е : 
2 2 


= 2 (865 


T 
223 С А-В-С-А-В%С--- 
= COS = = ou 


А-В--СәВ-А4С-- 


Prove que, se os ângulos de um triângulo АВС verificam a relação sen 4А + 
+ sen АВ + sen 4C = О, então o triângulo é retângulo. 


Demonstre que todo triângulo cujos ângulos verificam a relação sen ЗА + sen 3B + 
+ sen ЗС = O tem um ângulo de 60º. 
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243. Prove que os ângulos internos A, В е С de um triângulo não retângulo verificam а 


relação: 
tgA+tgB+tgC-tgA-tgB-tgC 
Solução 
A + B + C = 180° = A + B = 180° — C = tg (A + B) = tg (180% — С) > 
АЗЫ Оо " TA 
1- gA. gB ЕС- ЖАЗ tgB = tgC (tgA:tgB- 1) 


=> tg A + tg B tgC —tgA-tgB-tgC 


244. Demonstre a identidade: 4 - sen (x + 60?) - cos (х + 30º) = З · cos? x — sen? х. 


245. Dada a função definida no conjunto dos números reais por 
f(x) = A sen 2x + B cos 2x: 
a) esboce o gráfico, para А = 1 e B = O, no intervalo O « x < 27; 


b) prove, para A = 1 e B = 1, que f(x) = V2 sen (2x + m 


246. Sendo u a medida em radianos de um ángulo e v — P — u, calcule 


senu + cosu E 
S = —— Ən, em função de x = cos v. 
Ү2 · ѕепи · соѕ и 


247. Determine o maior inteiro п tal que п < 20 - соѕ2 15º. 


248. Determine o conjunto imagem da função f: R — R tal que: 
f(x) = 2 - cos2 x + sen 2x — 1 
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TRANSFORMAÇÕES 


LEITURA 


Fourier, o Som e a Trigonometria 


Hygino H. Domingues 


Coube aos pitagóricos a iniciativa das primeiras investigações sobre as pro- 
priedades matemáticas subjacentes à teoria dos sons musicais. E a primeira des- 
coberta feita por eles nesse campo foi a de que a altura do som emitido por uma 
corda musical, quando tingida, é inversamente proporcional ao seu comprimento. 
Grosso modo: quanto menor a corda, mais grave o som. Este é, provavelmente, o 
mais antigo exemplo na história de uma lei natural determinada empiricamente. 
Os pitagóricos descobriram também que os sons produzidos por duas cordas 
musicais igualmente esticadas são harmônicos, se os seus comprimentos estão 
entre si na razão de dois números inteiros. 


Depois disso o assunto ficou praticamente adormecido até o século 
XVII. O surgimento do cálculo como ferramenta matemática e a invenção do 
relógio de pêndulo (Huygens, séc. XVII), permitindo a medida de pequenas fra- 
ções de tempo, propiciaram sua retomada. Mas o passo decisivo dessa teoria 
só foi dado no início do século XIX, através do trabalho de Joseph Fourier 
(1768-1830). 


Filho de um alfaiate, Fourier nasceu em 
Auxerre, na França. Órfão de pai aos 8 anos 
de idade, por intercessão do bispo de sua 
cidade conseguiu ingressar na Escola Militar 
local. Como sua condição social lhe obstava 
o acesso ao oficialato, o enorme potencial 
matemático que possuía acabou sendo apro- 
veitado para uma posição socialmente bem 
mais modesta: professor da própria Escola. 
Aos 21 anos de idade teve seu primeiro tra- 
balho aceito pela Academia de Ciências. Em 
1795 era convidado para lecionar na recém- 
criada Escola Normal de Paris e, pouco de- 
pois, pelos seus méritos de pesquisador e š 
mestre, passou a ocupar a cadeira de Análise ^ san Baptiste E Fourier (1768- 
da Escola Politécnica de Paris. 1830). 


PHOTO RESEARCHERS/DIOMEDIA 
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Em 1798 era um dos cientistas da Legião da Cultura que acompanharam 
Napoleão em sua campanha do Egito. Na sua volta, no início de 1802, foi no- 
meado prefeito de Grenoble, cargo que conseguiu manter até 1815. Neste ano, 
por se juntar às forças de Napoleão, em seu retorno do exílio na ilha de Elba, 
caiu em desgraça política junto aos Bourbons. Mas, apesar disso, em 1817 foi 
nomeado para a Academia de Ciências, da qual se tornou secretário perpétuo a 
partir de 1822. 


A intensa atividade político-administrativa de Fourier parece não ter afe- 
tado sua carreira científica, cujo ponto alto é o célebre Theorie analytique de 
la chaleur, de 1822. Com esta obra nasce a Física Matemática, cujo objetivo é 
o estudo dos problemas físicos mediante a Análise Matemática, com o mínimo 
possível de hipóteses físicas. 


No que se refere ao som, o resultado fundamental de Fourier é o teorema 
que assegura ser toda função periódica uma soma 


a, sen b, t + a> sen b> t + as sen bst +... 


em que as frequências das funções senoidais das parcelas são múltiplas da me- 
nor das frequências. Ocorre que, fisicamente falando, qualquer som musical cor- 
responde a uma variação periódica da pressão do ar (resultante de sucessivas 
condensações e rarefações de moléculas de ar). Logo, os sons musicais se tra- 
duzem em gráficos periódicos, em função do tempo, como o da parte superior da 
figura. Por outro lado, as vibrações produzidas por um diapasão são dadas, em 
função do tempo, como senoides (parte inferior da figura). O teorema de Fourier 
garante então que todo som musical, por ter sua expressão matemática dada 
рога; sen bi t + a, sen рї + as sen bs t + ..., se compõe de sons emitidos por 
diapasões. 


Hermann von Helmholtz (1821-1894), ao conseguir sons musicais com- 
plexos por meio de combinações de diapasões acionados eletricamente, justifi- 
cou fisicamente o teorema de Fourier. Nos tempos atuais é isso exatamente o 
que é feito pelos sintetizadores eletrônicos. 
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Identidades 


145. Definição 


Sejam f e g duas funções de domínios D, e Ds, respectivamente. Dizemos que 
f é idêntica а g, e indicamos f = g, se, e somente se, f(x) = g(x) para todo x em que 
ambas as funções estão definidas. Colocando em símbolos: 


f = g © f(x) = g(x), Vx € D, ND, 


146. Exemplos 


19) f: R — R tal que f(x) = (x + 12 — (x — 1)2 e 


g: R— R tal que g(x) = 4x são idênticas, pois: 


f(x) = х2 + 2x + 1 — х2 + 2x — 1 = 4x = g(x), Vx € R. 


2°) f: R— R tal que f(x) =x + 1e 


2 = 
g: R — (1) — R tal que g(x) = = - 2 são idênticas, pois: 


gx) = LEDET ура =), Vx € R — ш 
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IDENTIDADES 


3º) f: R — R tal que f(x) = sen? x e 


g: R — R tal que g(x) = 1 — cos? x são idênticas, pois: 


f(x) = sen? x = 1 — cos? x = g(x), Vx € R. 


4°) the ах + kel Вла que f(x) = sec? x — tg? x e 


g: R — R tal que g(x) = 1 são idênticas, pois: 


f(x) = sec? x — tg? x = (1 + tg? x) — tg? x = 1 = g(x) para todo 


T 
х + tkr 


І. Demonstração de identidade 


147. Para demonstrarmos uma identidade trigonométrica podemos aplicar qualquer 
uma das fórmulas (que são também identidades) estabelecidas na teoria, a saber: as 
relações fundamentais, as fórmulas de redução, as de adição, as de multiplicação, as 
de divisão e as de transformação em produto. 


148. Existem basicamente três processos para provar uma identidade. Confor- 
me a dificuldade da demonstração escolhemos o método mais adequado entre os 
seguintes: 

1º) Partimos de um dos membros (geralmente o mais complicado) da identidade 
e o transformamos no outro. 


2º) Transformamos o 1º membro (f) e, separadamente, o 2º membro (g), che- 
gando com ambos na mesma expressão (h). A validade deste método é justificada 
pela propriedade: 


f=h 
g еге 


3%) Construímos а função h = f — g e provamos дие h = 0. А validade desse 
método é justificada pela propriedade: 


f-g=0of=8 
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EXERCÍCIOS 


249. Prove que (1 + cotg? x) (1 — cos? x) = 1 para todo x real, х + Кт. 


Solução 


2 
f(x) = (1 + cotg? x) (1 — cos? x) = (a + = +) - sen? x = 


| sen? х + cos? x 


= : 2. = - 
ey sen“ x = 1 = g(x) 


250. Prove que 2 · sec x : tg x = 1 + 1 1 para todo x real, 


cossec x — 1 cossecx + 


x É A i Кт. 

2 
Solução 

E 1, " 1 _ (cossec x + 1) + (cossec x — 1) _ 

8 cossecx — 1 cossecx+ 1 (cossec x — 1) (cossec x + 1) 

2 2 - cossec x _ 2 - cossec x z 2 sen? x = 

cossec? x — 1 cotg? x senx cos? x 
се D оок O 


COSX COS X 


251.Ргоуе que (1 — tg x)? + (1 — cotg x)? = (sec x — cossec x)? para todo x real, 


Кт 
х = >" 
Solução 
= a ® B 222 2 Хү | cox? _ 
f(x) = (1 — tg x)? + (1 — cotg x) (a ээ +(1 сеп <) 


(cosa = seu É (sen х esr. 1—2-senx-cosx | 


COS X sen x COS? X 


1 — 2: sen x : cos x 1 1 
1-2 зе бох (1 — 2. sen x cosx) (crim + sr) = 
sen“ x COS” X sen“ x 


1—2-senx-:cosx 
mox OR N) 
cos“ x : sen? х 
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IDENTIDADES 


COS x sen x 


2 
g(x) = (sec x — cossec x)? = | l í | = 


sen x —cosx? 1-2-senx-cosx 
=|| es ço = m) 
COS x · sen x COS“ X - sen“ x 
1 — cos x 1 — cos x Кт 
252. Prove цие-------- + sen x = ———— + tg x para todo x real, х + —-. 
sen x : cos x tg x 2 
Solução 
4L — (005 X 4L = GS Xx 
Хх рх 207 = CC 
sen X: cos х tg x 
Дин OS cos x (1 — cos x)  senx 
= ———  +Ssen x— Е - ——= 
sen x : cos x sen x Cos x 


_ 1 — cos x + sen? x : cos x — cos? x : (1 — cos x) — sen? x _ 
sen x · cos x 

1 — соѕх + (1 — cos?x)-cosx — соѕ2х(1 — соѕх) – (1 — cos? x) 
sen x : cos x 


. ПП =@Әй cos GSP 50 = (008 cos = 11 cosas 


= 0 
sen x : COS x 


Demonstre as identidades seguintes: 


253.а) cos^ х + sen! x + 2 : (sen x : cos Х)2 = 1 
sen x COS x 


b) — + -1 


cossec x sec x 


254.tg x + cotg x = sec x : cossec x 
255. (tg x + cotg x) (sec x — cos x) (cossec x — sen x) = 1 


256. sec? x + cossec? x = sec? x : cossec? x 
cotg? x 


dun dui 2 
`1 + cotg? x sos. x 


257 


sen? x — cos? x 
258.—————————— = 1 + sen x: cos x 
sen x — cos x 


259. cossec2 x + tg2 x = sec2 x + cotg2 x 
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IDENTIDADES 


260. 2(sen x + tg x) (cos x + cotg x) = (1 + sen x + cos x)2 


261.(1 + cotg x)? + (1 — cotg x)? = 2 - cossec? x 


1 — 2 . cos? x + cos?! x 


“nz 1 — 2 : sen? x + sen! x 


= tg^ x 


263. (cotg x — cos x)? + (1 — sen x? = (1 — cossec x? 


cosx + созу _ sen x + sen y 


264.———— = 
senx—seny со5у- COS х 
265 cos х + cotgx ` i 
` gx + sec x = Cos x : cotg x 
ha сэ repete 
` cos2 x : cos2y EAN 
267,1  S0S X _ — 62 
"1c cosy ~ (COSSEC X cotg x) 
cotg x + cot 
268. CE sy COLE Y 


tg x + tg y 


269. (sec x - sec y + tg x · tg y)? = 1 + (sec x : tg y + sec y : tg x)? 


1 


ША X EA RT EA 


271.cossecê x — cotg? x = 1 + З · cotg? x - cossec? x 


272. Demonstre as identidades: 
a) sen (a + b) - sen (a — b) = cos? b — cos? a 


1. 1 1 
senx seny senz 
COSX cosy COSZ 


b) 
= sen (x — y) + sen (y — z) + sen (z — x) 


с) cos? (a + b) + cos? b — 2 : cos (a + b) : соза: cos b = sen? а 


Solução 

a) 1º membro = (sena: cos b + senb- cos a) (sena · cos b — senb- cosa) = 
= sen? a : cos? b — sen? b : cos? a = (1 — cos? a) : cos? b — 
— (1 — cos? b) - cos? a = cos? b — cos? а = 2º membro 
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IDENTIDADES 


b) 1º membro 


c) 1º membro 


seny senz senx senz senx seny | Ш 
cosy 0052 COSX 00572 cosx созу 
= sen (y — z) — sen (x — z) + sen (x — y) = 


= sen (x — y) + sen (y — z) + sen ( z — x) = 2° membro 

= (cos a : cos b — sen a : sen b)2 + cos2 b — 

= — 2 : (cos a : cos b — sen a : sen b) : cos a: cos р = 
cos? a : cos? b — 2 : sen a : sen b : cos a : cos b + 

+ sen? a · sen? b + cos? b — 2 : cos? a: cos? b + 
+2-sena-senb-cosa-cosb = 

= sen? а. sen? b — cos? a : cos? b + cos? b = 

sen? а. (1 — cos? b) — (1 — sen? a) - cos? b + cos? b = 
= sen? a — sen? a : cos? b — cos? b + sen? a : cos? b + 
+ cos? b = sen? a = 2º membro 


273. Demonstre a identidade: 


tg (45? + x) - cotg (45º — x) 


_ 1 + sen 2х 
1 — sen 2x 


274.Se a e b são ângulos agudos e positivos, demonstre que: 


Solução 


sen (a + b) < sena + sen b 


Seja X = sen (a + b) — sen a — sen b = 


= sen a 


‚ cos b + senb.cosa — sena — sen b = 


= sena(cosb — 1) + senb(cosa — 1) 


Temos: 


20 = sena>0 е cosa<1 


Debe > senb>0 e cosb<1 


Entáo: 


ѕепа · (соѕ р – 1) + ѕепр · (соѕа – 1) = Х<0 


> 0 < 0 


е Х<0 - 


152 


>0 <0 
sen (а + b) < sena + sen b 
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276. 


277. 


З | 


IDENTIDADES 


TF TF т т 25 
Prove que, se — < a < — e — < b < —, então 
q 4 2 77 2 


sen (а + b) < sena + = sen b. 


Prove que (sen A + cos A)4 = 4 cos4 (a — z) 


Demonstre que, se A, B e C são ângulos internos de um triângulo, vale a relação: 
a) sen A + sen B + sen С = 4 : cos А - cos -> ` cos > 


b) cos A cos В + cos С = 1 + 4: sen — ` sen — ` sen — 


с) sen 2А + sen 2B + sen 2C = 4: sen A · sen B: sen С 


d) cos? A + cos? B + cos? С = 1 — 2 : cos A : cos B : cos C 


Preliminares: 
_ шэн sen (B + C) = sen A 
) А+В+С=т > (В + С) = т ке с; 
сеп 260: 
_ B+C w A 2 2 
1) А+В+С=т > E о > > B +C A 
cos = sen — 
2 
Solução 
a) 1? membro = sen A + sen B + sen C = 
= А PESCE B-C Е 
= sen А + 2 : sen 2 cos 2 
m e д TN duce BoC i 
=2 sen 5 cos — + 2 cos 5 cos > 
еее А Вс 
= 2 cos 7 [sen À + cos 5 | 
А 8 4 0 Be 
= 2 cos À. [oos 2 + cos 2 E 
E EUST Mo Са ы ГЕ 
- 2 cos 5 E cos = cos c] 
= A cos сов D cos Voc: >° 
=4 cos, cos cos 5 2º membro 
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IDENTIDADES 


b) 1º membro = cos А + cos B + cos С = 


Бо ёс me C 

2 2 
- (1-25 А) + 2 sen -> cos Ë — = 
-1- 2-5 en [sen cos 82€ |- 
-1-2 sen À [cos 22. - cos BC. 
-1-212-5 end |- 25 еп 4. sen © | = 
-1%4-зел А. беп Б. sen = 2º membro 


с) 1º membro = sen 2А + sen 2B + sen 2С = 
= sen 2A + 2 sen (В + C) - cos (B — C) = 
= 2 : sen А: cos A + 2 sen А. cos (B — C) = 
= 2 · sen A [cos A + cos (B — С)] = 
= 2 sen A [—cos (B + C) + cos (B — C)]= 
= —2 sen А [cos (B + C) — cos (B — C)] = 
= —2 · sen А (—2 : sen B : sen С) = 
= 4. sen А. sen В: sen С = 2? membro 
_ COS 20 ағ L 


d) Sabendo que cos 2a = 2 cos? a — 1 e cos? a 2 


со5 2В--1 y Cos 2C + 1 2 
2 2 


cos 2B + cos 2C — 
— E 


= 1 + cos? A + cos (B + С) · cos (B — C) = 
= 1 + cos? A — cos : cos (B — C) = 

= 1 — cos A [cos (B — C) — cos A] = 

= 1 = cos A [cos (B + C) + cos (B = C)] = 
= 1 — 2: cos A : cos B: cos C = 2? membro 


1º membro = cos? A + 


= 1 + cos2 A + 


278. Demonstre que, se A, В, C são ângulos internos de um triângulo, vale a relação: 
A 


B С 
а) sen В + sen С — sen A = 4: sen — : sen — : cos 
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279. 


280. 


281. 


282. 


П. 


mos 


b) cos В + cos C — cos A = —1 + 4 - cos È ` cos С. sen — 


c) cos 2А + cos 2B + cos 2С = —1 — 4: cos A : cos В: cos С 
d) sen? А + sen? B + sen? C = 2 : (1 + cos A : cos В. cos C) 


1 1 1 т 
——— LA + == = = 
€ БАЕВ gB gC WC EA T Бүре т. 
Prove que: 
a) sen 4a = 4 · ѕепа · cos? a — 4: sen? a: cos a 
b) cos 4a = 8 : cosł a — 8 : cos? a + 1 
| 4-tga-4-tga 
PR DD tfa-6-iga+rl 
Demonstre pelo princípio da indução finita que: 
n 
posa бов Das йа» „серб pic ig = Sen e a. 
2". sena 
a) Para todo real a + EN (k € Z), prove que e cotg — 
uidi 4: rena Do 
b) Demonstre, utilizando o resultado anterior, que: 


1 1 1 
+ + —— + ... + —— 
sena  sen2a ѕеп 4а sen 2"a 


IDENTIDADES 


— cotg a. 


= cotg > - cotg 2"а. 


Determine o valor de k para que (cos x + sen x? + k sen x cos x — 1 = 0 seja uma 


identidade. 


Identidades no ciclo trigonométrico 


Ao procurar resolver problemas de redução ao 1º quadrante estabelece- 


igualdades notáveis. Por exemplo, mostramos que, se 2 « 


X < т, então 


sen x = sen (п — x) e cos x = —cos (m — x). Vamos agora estender essas igualdades para 
todo x real. 


149. Teorema 


Para todo x real valem as seguintes igualdades: 
1º) sen x = sen (m — x) e cos x = —cos (T — x) 
2% sen x = —sen (x — т) e cos x = —cos (x — т) 
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IDENTIDADES 


3% sen x = —sen (2m — x) e cosx = cos (2T —x) 


a _ TT 2 T 
4%) sen x = cos |— — х e соѕх = ѕеп | —— — x 


2 2 


Demonstração: 


1º) Para todo x € R temos x = xo + 2кт, em que O < xy < 2 e k € Z. 
Assim, тт — X = (тт — Xo) — 2k7, o que mostra que x e т- x têm imagens no ciclo simé- 
tricas em relação ao eixo dos senos. 


Em consequência, temos: 
sen (m — x) = sen x, V x€ R 
cos (т — x) = —cos x, V x € R 


2º), 3% е 4º) provam-se analogamente. 


Y р 
ЕХЕНСІСІО5 


283. Simplifique as seguintes expressões: 


Зт 
a) sen (z + 3 4) со5 E = 
b) cos үш е) sen к 
2 2 
Зт Зт 
с) sen Ба - x) f) cos GE +x 
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IDENTIDADES 


Solução 


e) sen 


f) cos 


sen (27 — х) · cos (m — x) 


284. Simplifique y = ——— ——s v —. 
t Z px : cotg SH 
£12 2 
Solução 
(—sen x) (—cos x) 


Ус со Qa Q c PECES 


285. Simplifique as expressões: 


sen (—x) - cos Ез + x) 


„тзлт ГТ, 
b sen (180º — x) - tg (90º + x) 
) cotg (270º + x) : cos (270º — x) 
sec (т — tg [x — Z) 
c) 


cossec (Әт — x) · cotg (—x) 


d) sen [SE — x) + сов (т — 9 + tg (SE — 9) 
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IDENTIDADES 


286. Simplifique a expressão: 


sen ЕЗ — cos (x + шы - sen (71 — x). 
2 2 
287. Simplifique a expressão: 


sen (x + 117%) cotg (x + уя) 


— + 
зеп 2 cos (Өт — x) 


288. Simplifique a expressão: 
а2 cos 180º — (a — b)2 sen 270º + 2 ab cos 0º 
b? sen 90? 


289. Faça o gráfico da função y = sen (x = ži +2. 
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Equações 


I. Equações fundamentais 


150. Sejam f(x) e р(х) duas funções trigonométricas da variável real x e sejam D4 e 
D, os seus respectivos domínios. Resolver a equação trigonométrica f(x) = g(x) signi- 
fica determinar o conjunto S, denominado conjunto solução ou conjunto verdade, 
dos números r para os quais f(r) = g(r) é uma sentença verdadeira. Observemos que 
uma condição necessária para que certo r seja uma solução da equação dada é que 
r E Dier ED. 


151. Quase todas as equações trigonométricas reduzem-se a uma das três equações 
seguintes: 


1?) sen a = sen B 


2% cos a = cos B 


3%) tga = tg B 


denominadas, por esse motivo, equações fundamentais. Assim, antes de tudo, é ne- 
cessário saber resolver as equações fundamentais para poder resolver qualquer outra 
equação trigonométrica. 
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EQUAÇÕES 


II. Resolução da equação sen a = sen | 


152. Se sen a = sen В = OP,, então as imagens 
de « e B no ciclo estão sobre a reta r que é perpen- 
dicular ao eixo dos senos no ponto P4, isto é, estão 
em P ou P'. 


Há, portanto, duas possibilidades: 


1%) a e B têm a mesma imagem, isto é, 
são cóngruos 


ou 


2*) a e B têm imagens simétricas em relação ao eixo dos senos, isto é, são suple- 
mentares. 


153. Em resumo, temos: 


a =B + 2km 
sena = sen В > 4 ou 


«-т- A 


290. Resolva as seguintes equações, para x ER: 


a) sen x = sen E e) is ` 
5 2 
2m ҮЗ 
р) cossec x = cossec EN f senx = EN 
с) senx = O g) senx=1 
1 
а) sen x = = h) ѕепх = –1 


2 
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EQUAÇÕES 


Solução 
2n 
х= + 2Кт 
т 
а) sen x = sen > ой 
хет 7+ т = + 2кт 


S=(xeRlx= + 2 ou x = ҖЕ eos] 


5 5 
b) cossec x = cossec ZE > l = I = 
3 sen x 2т 
еп cx 
ccu 


27 
San == San ==> 
=> 3 => ou 


x= z 27 + 2km 


8-|хєв|х-28 2k ou x= E +24] 
х= 0 + 2кт 
с) ѕепх = 0 = sen 0 = 4 ои 


x = T — 0 + 2Кт 
S-(xeR|x-kn) 


х= + 2Кт 
а) шог 
2 6 ou 
s g 2k 
8-|кеңік- £2 ou x = ŠE 4 2km 
х= ŽE + 2km 
_ Е Sm 
е) sen x = —— = sen — = 4 ои 
2 2 Бат 
Хх-т---%2кт 
Бат т 
9 = A = p + Ai ou x= —— + @@; 
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f) тос ыг ou 
2 3 


xc cile 


8-|хеңіх- Z + 2 ou x = 27 + 


g) sen x = 1 = sen 23 então: 
5= кевіх = 2+ 2 


h) sen x = —1 = sen = então: 


s= fx ER Ix = 2" + 2) 


291. Resolva as equações abaixo, no domínio R: 


a) sen? x = — с) 2 sen? x - 3senx+1=0 
b) sen? x — sen x = 0 d) 2 cos? x = 1 — sen x 
Solução 


a) sen x = +5. e, então: 


5-|кеңіх- T+ 2 ou x= + 2km ou 


x = E + окт ou x= — É +24] 


b) sen x (sen x — 1) = О = бепх- О ou sen x = 1, então: 


5 = |кең|х-ка ou x= E + 2ke| 
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©) е Se ° 1 = sen x = 1 ou sen x = = 
4 4 27 


então: 
s= |кеңіх- + 2% ou PA ou x= ŠE + akn 


d) 2-(1 — sen? x) = 1- sen x > 2 ѕеп2 х – ѕепх — 1 = 0 
1+/1+8 4L zx 8) 1 
л = = 1 ou == 
4 4 2 


recaímos em equações fundamentais 


resolvendo: sen x = 


senx=1 > х= + 2km 


sen x ==> = з ou х= E + 2km 


s-benlx- T + 2% o л ou x= P. кт 


292. Resolva as equações abaixo: 


a) sen x = sen — e) sen x + cos 2х = 1 
43 f) cossec x - 2 
b) sen x = - 32 g) 2: ѕеп2х = 1 


h) 2- ѕеп2х + ѕепх – 1 = 0 
с) sen?x = 1 i) 3-tgx=2-cosx 


cos? x = 1 — sen x 


) 
) 


d) 2:senx – соѕѕесх = 1 |) 


293. Determine os valores de х que satisfazem a equação: 


4sen^x — 11 ѕеп2х + 6 = 0 


294. Resolva as seguintes equações: 


aj een x ct с) sen (x — 5-23 
2 3 2 
b) sen a = 12 d) sen 2x - sen x 
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Solução 
2x=— + 2Кт 
1 
а) sen 2x = — = sen — = 4 OU 
Exc come ln 


s-bkegIx- ки ou es] 


12 
т 
3x = — + 2k 
Я , o а X 4 т 
) sen еее тері = + ou 
е) A 
т 2Ктг т 2Кт 
s-bkeglx- + 3 ou -8 25 
TT TT 
“== + xe 
‚= o 
с) sen|x — —| = — = sen — = 4 ou 
3 2 
х= =т= 42km 
3 2 


8-|хеңіх- 27 + 2km ou x = +24] 


2X = X ar 2n 
d) sen 2x = sen x > 4 ou 
Du = == ar 2A 


s= [xe R|x=2km ou 24.28] 


295. Determine x € R tal que: 


а) sen 5x - sen Эх b) sen Эх - sen 2x 


296. Resolva, em R, а equação: 
2 sen x |sen x| + 3 sen x = 2 


sen (X + y) = O 


297. Resolva o sistema | 
х-у-т 
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ПІ. Resolução da equação cos a = cos В 


154. Se cos a = cos B = ОР;, então as imagens de 
a e B no ciclo estão sobre a reta r que é perpendicular 
ao eixo dos cossenos no ponto P5, isto é, estão em P 
ou P'. 

Há, portanto, duas possibilidades: 

1%) a e B têm a mesma imagem, isto é, são 
côngruos 


ou 


2%) a e B têm imagens simétricas em relação ao 
eixo dos cossenos, isto é, são replementares. 


155. Em resumo, temos: 


a = В + 2km 
COS а = сов  -> 4 ои = @ а” DELE Kan 
a = —B +2Кт 


EXERCÍCIOS 


298. Resolva, em R, as seguintes equações: 


TT 
a) COS X = COS — e) cos x= —1 


b) вау Жай © f) cos x = — 


3 
c) cos x = 0 g) cos x = 2 
а) cosx = 1 h) cos x = -2 
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166 


Solução 
a) cos x = cos — => 2-1 
8-|хеңіх-< + 2ke| 
2m 1 1 27 
b) sec x = sec — = >> = 009 99 => 
3 cos x 2т 3 
E Ет 


5- кевіх- «2T + а) 


с) cos x = 0 = cos — 


s-kenlx- аш) 


d) cos x = 1 = cos O 
S= M ERIK = Эр 


e) cos x = —1 = cos T 


S=(kxER|x=" + 2кт) 
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299. Resolva as equações abaixo, no conjunto R. 
a) 4: cos2x = 3 с) sen? x = 1 + cos x 
b) cos? x + соѕх= О d) соѕ 2х + 3: cosx - 2 = 0 


Solucao 


А 3 КЕ ЧӘ og 
а) cos {лю > COS ==> OU 00S x = == 


s-beRIx- eT +2 ou x= 97 eas] 


b) cos x : (cos x + 1) = О = cos x = О ou cos x = - 1, então 
TT 
8-|хєв|х- 2 + k ou x= m + 2i] 
с) 1- cos? x = 1 + cos x = cos2 х + cos x = 0 
e recaímos no anterior. 


а) (2 - соѕ2х – 1) + 3 - cos x+ 2 = 0 = 2: cos2 x + 3- cos x + 1-0 


oS — = dl 1 
СОЗ Хос ааа s= ест к? cos x = —1 ou wsi = РЕ 


então s= [xe R|x= =+ 2k ou х= 22" + akn 


300. Resolva, em R, as seguintes equações: 


a) соз х= -Z f 4соѕх + 3secx = 8 

b) cos x= 12 g) 2 – 2 cos x = sen x : tg x 

c) cosx= 13 h) 2 sen2 x + 6 cos x = 5 + cos 2x 
d) sec x = 2 i) 1+ 3tg2x = 5 sec x 


3 1 
2%- i A = == ES 
e) 2cos“x=cosx j) (4 Sen? : (4 8025 J 0 


301. Resolva as seguintes equações, em R: 


_ УЗ | z) = 
а) cos 2x = -5 с) cos |x + 6 =0 


b) cos 2x = cos x d) cos [x —--}=1 
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Solução 
a) cos 2x = E. = cos m > 2x = EO + 2Кт, então: 
= 21207 | 
5 Ë ER|x=+ ПС Кт 
2x = X + 2km 
b) cos 2x = cos x = 4 0Ч então: 


2x = —x + 2kar 


S= Íx ER|x = 2% ou == 


с) cos (x + Z] = 0 = cos T = x= 257 + 2km, então; 


8-|кеңіх- T+ 2% ou x= 2" + кт 


& 
о 


os(x- ке оз então: 


S= Ë ER|x=— + т кт 
302. Resolva as seguintes equações, ет К: 
a) cos Зх — cos x = 0 b) cos 5x = cos [x 1) 


303. Dada a equação (sen x + cos y) (sec x + cossec у) = 4, 


а) resolva-a se: x = y b) resolva-a se: sen x = cos y 
304. Resolva a equação sen? x + sen! x + sen x = 3. 


305. Resolva a equação 


sen (x + z) sen (x z) = ү2 


+ = 
306. Рага que valores de t o sistema р уст 


sen x + sen y = 10840 Y admite solução? 
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IV. Resolução da equação tg a = tg B 


156. Se tga = tg B = AT, então as imagens de a e B estão sobre a reta r determinada 
por О e T, isto é, estão em P ou P'. 


Há, portanto, duas possibilidades: 
1°) a e B têm a mesma imagem, isto é, 
são côngruos 


ou 
2*) a e B têm imagens simétricas em re- 


lação ao centro do ciclo, isto é, são explemen- 
tares. 


157. Em resumo, temos: 


а = В + 2Кт 
tga=tgB > you э а= В + Кт 
а= т + В + 2Кт 


EXERCÍCIOS 


307. Resolva as equações seguintes: 


a) tgx=1 d) tgx = 0 g) tg 3x = 1 
b) cotg x = ҮЗ e) tg 2x = УЗ h) tg 5x = tg 3x 
с) tex = -N3 f) tg 2x = tg x 

боішсао 


а) иу = l = ua л епїао: 


= еніх- + kr] 
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= 
e 
о 
+ 
da 
>< 
II 
m 
da 
x 
II 
| 
II 
+ 
da 
о |а 
Ф 
=] 
et 
Ф! 
о 


8-|кеңіх- Z + krl 


c) tgx = 8 = tg = entào: 


8-|хеңіх- ZE + ka] 


d) tg x = О = tg O, então: 
S=(xEeR|x=km) 


e) tg = = tg — = = 1 
então: 
8-|хєв|х-2 458, 
6 2 


f) tg2x=tgx = 2x=x+ km, 
então: 
S-(xeR|x-kmn) 


ШЗХ-1-18--- 3x = 1 + km, 
g) tg 3x EU X 4 т 
епідо: 


s-keglx- +l 
12 3 


П) tg 5x = t£ Зх > 5x = Зх + кп => x= 
Notemos que, se k for ímpar, então não existe tg 5x e tg 3x, portanto: 


8-|хєн|х- E, k par 


308. Resolva as equações abaixo: 
a) sen x — V3-cosx=0 c) tgx + cotg x = 2 


b) sen? x = cos? x d) sec? x = 1 + tgx 
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Solução 


sen x 


а) sen x = үЗ · соѕх > 2-4... 


8-|кеңіх- Z + ie) 


sen2 x 
cos? x 


b) sen? х = cos? х > =| = ux 


então: t£ x = 1 ou tgx = —1 


s-bkegIx- іа ou Ras] 


с) Ex =? > tg2x-2-tgx+1=0 


2544-4 
paccm 


= 1, então: 
8-|кеңік- тен) 


а 


= 


secêx=1+tgx> 1+tg8x=1+t8x > tgx-tgx=0 = 
> tex tex 1) = 0, 
então: tgx = 0 ou tgx= 1 


S=(xERIx=kn ou к= + km 


309. Resolva as equações abaixo: 


a) uste f) tg3x — tg 2x = O 

b) со x = cotg dE g) tg 2x= tg [x + Z) 

с) 3- tgx = N3 h) tg 4x = 1 

а) cotgx = O i) cotg 2x = сой (x + E] 
e) со x = —1 j tg22x23 
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310. Resolva as equações abaixo: 
a) sec2 x = 2 : tg x 


b) 1 -1- 005Х 


sen? x sen x 


с) sen 2x : cos (х + =) = cos 2x : sen (x + = 


d) (1 — tg x) (1 + sen 2х) = 1 + tg x 
311. Resolva a equação cotg x — sen 2x = 0. 
312. Para quais valores de p a equação tg p x = cotg px tem x = - para raiz. 


313. Se a é a menor raiz positiva da equação (tg x — 1) (4 sen? x — 3) = O, calcule о 
valor de sen? a — cos? a. 


314. Determine as raízes da equação x? — (2 tg a) x — 1 = 0. 


V. Equações clássicas 


Apresentaremos neste item algumas equações tradicionais em Trigonometria, su- 
gerindo métodos para fazê-las recair nas equações fundamentais. 


158.а · ѕепх +Ь · соѕх = с (а, Ь, сє R*) 


Método 1 


Fazemos a mudança de variável sen x = u e cos х = v e resolvemos о 
sistema: 


au + bv =c 
u? +v =1 


Tendo calculado u e v, determinamos os possíveis valores de x. 
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Método 2 


Fazendo 2 = tg 0, temos: 


b с 
a-senx+b-cosx=c = senx + — ' соѕх = — = 


sen 0 
50 


С 
= sen x + tg 0 - cos x = — > sen x + CO Х==- =» 
© с 
= sen x : cos 0 + sen Ө · cos x = --. cos 0 = sen (x + 0) = --. cos 0 


e, assim, calculamos x + 0. 


Método 3 
Fazendo igl=t temos sen x = —— е cos х = i= entào 
2 1+1 1+1 
D 2t j= t 
а · ѕепх + р: соѕх = с =a тері Le CS 


= 2at + b — bt2 = c + ct2 = (c + b)t2 — 2at + (c — b) = 0 
e recaímos em uma equação do 2º grau em t. Observemos que este método falha 
вет + 2kn for solução da equação, caso em que a substituição tg > = tnão tem 


sentido. 


EXERCÍCIOS 


315. Resolva a equação ҮЗ - cos x + sen x = 1, em R: 


боішсао 
Método 1 
Fazendo sen x = и e cos x = v, temos: 
Ї T v 3 = (1) 
u2+v2 = 1 (2) 
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De (1) vem u = 1 — v : V3 que, substituída em (2), acarreta: 
(1 — у- УЗ)? + у? = 1 = 402 – 213: у= 0 


ve umo cci 
então J OU portanto J OU 
т = 2 2 


Existem, assim, duas possibilidades: 


cosx=0, senx=1 8x = окт 


ou 

тоот эт 
2 2 

Método 2 


sen x + V3 - cos x = 1 = sen x + tg 5 cos x = 1 = 


T 
sam = 


= sen x + -008Х-1- 


cos = 
3 


T T T 
mid E x салыст S cU dE 


e eT DTE х--- 42km 
т 1 2 6 6 
> Sam (ХО ==) p= sou > < OU 
| 5) : шаш x= + 2кт 
Iro тет @ дш 2 
Método 3 
= +2 
тг тэ 
1 + t2 1+t2 


5213-13 pegrestlisdge=-os(1=-Jal=o 


Então: 


2+ ү4- 4(1 + 13) (1 – 3) 25243 _ E 
5 2(a + УЗ) SITES apos 
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Existem, assim, duas possibilidades: 


(-184--1,44-2 -їтех--4-- 2кт 
2 zm 2 


ой 


(-16----2- ог гс 


S= fx ER [x = + 2km ou x = —— + 2а 


316. Resolva as seguintes equações, em R: 


a) sen x + cos x= —1 
b) УЗ · sen x — cos x= —V3 


317. Determine x tal que x ER e sen x + cos x = 1. 


Soluçao 
Fazendo sen x = u e cos x = v, temos: 


u+v=1 (1) 
UP de we, 


(1) ет (2): и2 + (1 – џ)2 = 1 > 202 – 20 = 0 


Existem, então, duas possibilidades: 


u=0ev=1i-u=iou=iev=1-u=o 


portanto S = [xe R [x = + 2km ou x = жт. 


318. Obtenha as soluções das equações abaixo. 


a) sen 4x + cos 4x= 1 


b) |sen x| + |cos x| = 1 


319. Resolva no conjunto dos números reais a equação sen 2x = 1 — cos 2x. 
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320. Discuta a equação em x: m : sen x + cos x = m. 


Soluçao 
Fazendo sen x = 2 е cos x = 1-8 temos: 
4L JE t 1 +t2' i 
2t 1—{° 


se a > = ШШ => їйї a= Л — ü == im == tim = 
ІЗ Дре 


= (m + 1)-12- 2mt + (m — 1) = 0 
Esta última equação tem solução real se, е somente se, apresentar А = О. 
Então: 


А = 4m? — 4(m + 1)(m — 1) = 4 = О, o que ocorre para todo m real. 


321. Discuta, segundo m, as equações seguintes: 
а) т-совх- (m + 1)- senx = m 
b) senx + cosx = m 


159. Y sen f(x) = 0 ou У cos Ғ(х) = 0 


O método de resolução consiste em transformar a soma em produto e estudar as 
possibilidades de anulamento de cada fator. 


ч 
EXERCÍCIOS 


» Ч 


322. Resolva as equações, ет R: 
a) sen 7x + sen 5x = O с) sen 4x — cos x = 0 
b) cos 6x + cos 2x = O d) cos 3x + sen 2x = 0 


Solução 


а) sen 7x + sen 5x = О > 2 : sen бх : cos x = 0 


1? possibilidade: sen 6x = О > 6x = kr > x = — 
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2º possibilidade: cos x = 0 > x = 27 + Кт 


kar т 
8-|хєв|х- E ou x= Teka) 


b) cos бх + cos 2x = 0 > 2: cos 4х : cos 2x = 0 
1º possibilidade: cos 4x = 0 > 4x = 1 + km ә x= T+ AE 
23 possibilidade: cos 2x = 0 > 2x = T + kr => x = T+ т 
ЕЕЕ ТЕЕ 
т 5x T 3x T 
с) sen 4x — sen (Z - х) - 02 2 sen (2€ — T) сов (3. т). o 
a TM Әх тр Sx то 
1% possibilidade: sen (5 z)- = 2 4 = Кт > 
ET 2Кт 
10 Б 
КУТ 3x т 3x т 
? : ===+==| = ——+—+—— = + 
2°? possibilidade cos [2 т. 0 > 2 4 Кт > 
= Шо AKT. 
6 3 
5-|хєв|х-2, 27 оцу- т т 
10 5 6 3 
5X т 
а) cos 3x + cos T-2j-o 2-cos[ 1 7) cos (S - 5 =o 
: Ё É F 2 4 2 4 
1? possibilidade: cos Б E zJ == ши тг 
: 277 ЙОЛ д s 
= 5 +2 
: КЛЕТ S wj Xx w m 
2* possibilidade: cos (5 т) -0- 2 тэ. 
Зт 2кт 
=== += 
= Д 10 = 
8-|кеніх- + оке ou x= 38 + 267) 
2 10 5 


З | Fundamentos de Matemática Elementar 32272 


EQUAÇÕES 


323. Resolva as equações, em R: 
a) sen mx + sennx = 0 (m, n е №) 
b) cos ах + cosbx = 0 (a,b € R*) 


c) sen 2x = cos (x + z) 


324. Resolva as seguintes equações, em R: 
а) sen x + sen 3x + sen 4x + sen 6x = O b) cos 3x + cos 7x = cos 5x 


Solução 
a) (sen бх + sen 4x) + (sen Зх + sen x) = 0 > 
= 2 · sen 5х · cos x + 2 · ѕеп 2х · соѕх = 0 > 
= cos x · (sen 5х + sen 2х) = 0 = 
Тх Эх 
2 - cos x · sen — · — = 
E X 2 cos 2 0 


1? possibilidade: cos x = 0 => x = 2 + Кт 


2% possibilidade: зеп "= = 0 = x= 21 
9 Зүйн 1 SE п 260 
3% possibilidade: шал = = 3r 3 
т 2Кт т 2Кт 
5 сеңі» B Кт ou x mou e — 
b) (cos 7х + cos Зх) - cos 5х = 0 > 2 · соѕ бх · cos 2x — cos 5х = 0 > 
> 2: cos 5x [cos 2x - —)= o 
ibilidade: B s2 pE 
1º possibilidade: cos 5x = 0 > x = 10 3F 5 
perd 1 т 
2? possibilidade: cos = as ог: 
т Кт т 
= = — — = + — 
S (сеңі lg sp Qu + + kn] 


325. Resolva as equações: 
а) sen 5x + sen x = 2. sen Зх 
b) cos x + cos (2x + a) + cos(3x + 2a) = O 
C) sen 7x + cos 3x = cos 5x — sen x 
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326. Determine x tal que x ER e cos2(x + а) + cos*(x — a) = 1. 
327. Determine x tal que sen 3x + cos 2x — sen x = 1. 


328. Determine o ângulo x, medido em radianos, que satisfaz a igualdade: 


TF T 42 
sen [x + E) + sen (x= Z) a 


329. Dado o sistema 


sen(x + y) + sen(x — y) = 2 
sen x + cos y = 2 


T мы 2 E : 
а) mostre que o par (Хо, yo), com xo = 271 e Ус = 707 não é solução do sistema; 


b) resolva o sistema, determinando todas as soluções (x, y). 


330. Resolva, ет R, sen x · cos x + sen x + cos x + 1-0. 


160. sen*x + cos*x = a (a € R) 


Para resolver esta equação basta aplicar a identidade 


sen? 2x 


senf х + cos^x = 1 — — pois: 


sen! x + cos^ x = (sen? x + cos? x)? — 2 : sen? x - cos? x = 


sen 2x |2 sen? 2x 
L2. 2 = = LLL I 
ЕТЕ E 
Temos, então: 
22 
senf x + cost x = а > 1-297 7 =а > sen? 2x = 2(1 — a). 


Notemos que só existe solução se O < 2(1 — a) < 1, isto é, se 


><a<1 
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161.senfx + cosfx=a(a € R) 


Resolver esta equação aplicando a identidade: 


_ 3 sen? 2x 


sen x + cos x= 1 4 


, pois: 


sen? x + cos? x = (sen? x + cos? x) (sen? x — sen? x : cos? x + cos! x) = 


2 2 
- (зеп x + cost x) — sen? x сово x = (4 — 8000 20) sentar _ 
_ З - sen? 2x 
= 1 — j 


Temos, então: 


3 : sen? 2 4 — 4a 
sen x + созбх-а > 1-2-52--а > sen? 2x = ----- 
FAM E 4 — 4a . . 
Notemos que só existe solução se O < 3 < 1, isto é, se 
1. << 1 
a ax 


331. Resolva a equação sen! x + cos! x = 3 emR. 


Solução 


Decorre da teoria que: 


2 = = 3 = ES 
sen“ 2x 2 (a | 


portanto sen 2x = + = e então: 


т Кт т Кт 
Оң = иы = ре 
a 4 2 хас 8 4 
Кт 
S=;xe В - т.т 
Ë К 8 4 


180 Fundamentos de Matemática Elementar | 3 


332. Resolva a equação sen x + cos8 x = L. 


Solução 


Decorre da teoria que: 


зө 20-48-0-4)-4-(1-45)-3 
5 5 4 


portanto sen 2x = + B e então: 


= = х= к= 28 
s-bkenlx- et 
6 2 


333. Resolva as seguintes equações para x € К: 


a) senf x + cos4 x = 


ю|ҥ o |o со л 


b) sen? x + cosê x 


с) sen! x + cos! x 


3 | Fundamentos de Matemática Elementar 


X X 
d) sen? E + cost — 


е) sen? x + cos? x = 1 


7 


16 


EQUAÇÕES 


тея 


ж 


Inequações 


I. Inequações fundamentais 


162. Sejam f e g duas funções trigonométricas da variável real x. Resolver a inequa- 
ção f(x) < g(x) significa obter o conjunto S, denominado conjunto solução ou conjunto 


verdade, dos números r para os quais f(r) < g(r) é uma sentença verdadeira. 


Quase todas as inequações trigonométricas podem ser reduzidas a inequações de 


um dos seguintes seis tipos: 


em que m é um número real dado. Por esse motivo, essas seis são denominadas ine- 
quações fundamentais. Assim, é necessário saber resolver as inequações fundamentais 


para poder resolver outras inequações trigonométricas. 
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II. Resolução de sen x > m 


163. Marcamos sobre o eixo dos senos o 
ponto P, tal que OP, = m. Tracamos por P. а 
reta r perpendicular ao eixo. As imagens dos 
reais x tais que sen x > m estão na interse- 
ção do ciclo com o semiplano situado aci- 
ma de r. 

Finalmente, descrevemos os interva- 
los aos quais x pode pertencer, tomando o 
cuidado de partir de A e percorrer o ciclo 
no sentido anti-horário até completar uma 
volta. 


164. Exemplo de inequação sen x > m 
| E 2 
Resolver a inequação sen x = --2- em R. 
Procedendo conforme foi indicado, temos: 


0 + 2кт=х < 27 + 2km 


ou 


E + 2ka < x < 2m + 2km 


INEGUAÇÕES 


S = (ево + 2e = x < ŠE + ak ou D + жт <x < 2m + жт 


5r Тт 
4 4 
Тт 5r 
Notemos que escrever Эр + 2km < x < T 
Тт 5m 2 : I 
como ER 25 p nào existe x algum neste intervalo. 
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+ 2Кт estaria errado pois, 


183 


INEGUAÇÕES 


III. Resolução de sen x < m 


165. Marcamos sobre o eixo dos senos o 
ponto P, tal que OP, = m. Traçamos por P, a 
reta r perpendicular ao eixo. As imagens dos 
reais x tais que sen x < m estão na interse- 
ção do ciclo com o semiplano situado abaixo 
de г. 

Finalmente, partindo de A e percorren- 
do o ciclo no sentido anti-horário até comple- 
tar uma volta, descrevemos os intervalos que 
convêm ao problema. 


166. Exemplo de inequação sen x < m 


: Е 1 
Resolver а inequação sen х < > em R. 


Procedendo conforme foi indicado, temos: 


O +2km < x < — + 2km 


ou 


ST окр < x < 2n + 2kr 


6 


EXERCÍCIOS 


334. Resolva a inequação O = sen x < 33, para x € R. 
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335. 


336. 


337. 


338. 


INEQUAÇÕES 


Solução 


A imagem de x deve ficar na interseção 
do ciclo com a faixa do plano 
compreendida entre re s. Temos, então: 


0-2кт<х<--%2кт 
ou 


21 кт <x<m+2km 


s-h ERIO 2те х < = 2km ou E < x= w + 2ke| 


Resolva a inequação sen x = 0, sendo x € R. 


| - КЕ 
Resolva a inequação sen x = 5 ет К. 
Resolva а inequação - = sen x < 12, para x ER. 


Resolva a inequação |sen x| = Е ет К. 


Solução 

3 
sen x < ——— 
ЗЕ = 
|sen x| = == ou 

sen x= 3er 
792 

A imagem de x deve ficar na interseção 
do ciclo com o semiplano situado abaixo 


de r ou com o semiplano situado acima 
de s. 


Assim, temos: 


2m 4т 5m 


Sc osx sett орт ои Cds ede 
3 3 3 


+ 2Кт 


= € R| + кт «x « 27 + 2кт ou 528 + 2km єх = ЭТ + akn 
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INEQUAÇÕES 


339. 


340. 


341. 


342. 


ТУ. 


167. Marcamos sobre о eixo dos cossenos о 
ponto P, tal que ОР, = m. Tracamos por P, а 
reta r perpendicular ao eixo. As imagens dos 
reais x tais que cos x > m estão na interseção 
do ciclo com o semiplano situado à direita de r. 


valos que convêm ao problema. 


р 1 
Resolva а inequação |sen хі < PE em R. 


Resolva a inequação |sen x| > E para x € R. 


Resolva a inequação 2 sen? x « sen x, para x е Б. 


Solução 
2 ѕеп2 х < sen x <> 
<> 2 sen? х — sen x < 0 e 


ә 0 < sen x < + 


Examinando o ciclo trigonométrico, 
obtemos: 


2km < х < 5 + 2km 


ou 


ST + 2km < x < w + 2km 


S= fk ER | 2km < x < Z + 2n ou ŠT + akm < x< т +24] 
a) Para quais valores de x existe log, (2 sen x — 1)? 


b) Resolva a equação, em R: 


1085 (2 sen x — 1) = log, (3 sen? x — 4 sen x + 2) 


Resolução de cos x > m 


Para completar, descrevemos os inter- 
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INEQUAÇÕES 


168. Exemplo de inequação cos x > m 
Resolver a inequação cos x > e para x € R. 
Procedendo conforme foi indicado, temos: 
2Кт = x < T + 2кт 

ou 


E +2km<x<2m+2km 


s- enia ex T+ ожа ou LLE + 2km < x < 2w + 247] 


V. Resolução de cos x < m 


169. Marcamos sobre o eixo dos cossenos o 
ponto Potalque OP, = т. Тгас̧атоѕрогР,агеїа 
r perpendicular ao eixo. As imagens dos reais 
x tais que cos x < m estão na interseção do 
ciclo com o semiplano situado à esquerda de r. 


Completamos o problema descrevendo 
os intervalos que convêm. 


170. Exemplo de inequação cos x < m 


: z 1 
Resolver a inequação cos x < => 
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INEGUAÇÕES 


Procedendo conforme foi indicado, 
temos: 


21 4r 


s- ев 2E + am <x < Aa] 


343. Resolva a inequação -2 = cos x < 0, para x E R. 


Soluçao 


A imagem de x deve ficar па interseção 
do ciclo com a faixa do plano 
compreendida entre re s. Temos, então: 


s-keRIT + 2кт = x= Sos] 


344. Resolva a inequação cos x = -— em К. 
| : y2 
345. Resolva a inequação cos x < EE para x € R. 


346. Resolva a inequação -23 =cos x < i para x € R. 
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INEGUAÇÕES 


347. Resolva a inequação |сов x| < ҺЕ ет R. 


5 
348. Resolva a inequacáo |cos x| > 3 em R. 


349. Resolva a inequacáo cos 2x + cos x < —1, para x € К. 


Solucáo 
cos 2x + cos x < -1 e (2 соѕ2 х – 1) “созх<-1 © 


íl 
<> 2 cos? x + cosx<0 © шог 


Examinando о ciclo trigonométrico, obtemos: 


S= fx ERIZ + 2km = x < 29 + 2km ou 52 тх 3" + akn 


350. Resolva a inequação 4 cos? x < 3, em R. 


351. Resolva а inequação cos 2x = cos x, para x E R. 


352. Resolva a inequação sen x + cos x > ari para x E R. 


Solução 
V2 


N2 Е | 
sen x + cos х 2 — © sen x+ sen|— —x| = — <> 
2 2 2 
т т (2 т 1 
2-sen— : cos | x = — | => —— elr = = | >= 
с 4 Ë = о , 4 | 2 
т š 2 1L : : 
Fazendo x — ZE = y, temos a inequação cos y = =: Examinando o ciclo, vem: 


2km < у < + 2km 


ou 


DE + 2km <y < 2л + 2km 
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INEGUAÇÕES 


TT 
como x=y+ E vem: 


з= “иг: 2 1. ou 
4 12 


238 comer dE аа) 


12 


353. Resolva a inequação sen x + cos x < 1, em R. 


354. Determine o domínio da função real f dada por f(x) = | A em R. 


Solucáo 


cos 2x = 
COS x 


1) Devemos ter 


Il) Fazendo cos x = y, temos: 


cos 2x _ - ШЇ 1206 
Cos x y 


ІШ) Fazendo o quadro de sinais: 


2У = 1 ar X M 
y - + 
go 
a = A 
y 


concluímos que o quociente é positivo para: 


2 
-48 <y<O ou 2 
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INEGUAÇÕES 


IV) Examinando o ciclo trigonométrico, temos: 


Шоо ST 
2 4 


cos x<0 ө ou 


Т ОБ a. о 
4 2 


2km <x = + 2km 


с О ou 


TT + 2Кт < x< 2m + 2km 


5= | ER | + 2km <x < ŠT + 2кт ou 


ши 0 0) 
4 2 


жт =< x= E + 2km ou TE + 2km = x= 2а + 2Кт| 


355. Resolva о sistema abaixo: 


sen x > 


2 
cos x = s 
o 


VI. Resolução de tg x > m 


171. Marcamos sobre o eixo das tangen- 
tes o ponto T tal que AT = m. Tracamos а 
reta r — OT. As imagens dos reais x tais que 
tg x > т estão na interseção do ciclo com o ân- 
gulo rÔV. 


Para completar, descrevemos os interva- 
los que convêm ao problema. 
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INEGUAÇÕES 


172. Exemplo de inequação tg x > m 


Resolver a inequação tg x > 1, em К. 
Procedendo conforme foi indicado, temos: 
TT т 
g 207 < x < — + 2Кт 

ou 


Sm 37 
4 + 2km < x < 2 + Кт 


que podem ser resumidos em: 


T A 
4 + km < x < 2 + Кт 


8-| єв“ ке ен) 


VII. Resolução de tg x < m 


173. Marcamos sobre o eixo das tangen- 
tes o ponto T tal que AT = m. Traçamos а 
reta г = OT. As imagens dos reais x tais que 
tg х < m estão na interseção do ciclo com o 
ángulo vÓr. 

Para completar, descrevemos os interva- 
los que convém ao problema. 


174. Exemplo de inequação tg x < m 


Resolver a inequação tg x < ҮЗ, ет R. 


Procedendo conforme foi indicado, temos: 
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INEGUAÇÕES 


O + 2кт<х<--%2кт 


ou 


T aaa Тый 


2 3 
ou 
Зт 
> + 2Кт < x < 2т + 2Кт 


4 
s- enia ex T+ am ou S + 2кт<х<—з— + 2km ou 


3 
SE zie <x < 2w + 247] 


356. Resolva a inequação [tg x| < 1, para x € R. 


Soluçao 


іе == 1-10Х-1 


А imagem ае х deve ficar na interseção 
do ciclo com ângulo rOs. Temos, então: 


0-2кт<х<--%2кт 


ou 


шиг Do 277 
4 4 4 
т 3T 5r 
S= xER|2kr < x < “a + 2Кт ou y + 2Кт&х < 21 + 2Кт ou 


TE + 2km = x < 2m +24] 
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INEGUAÇÕES 


357. Resolva a inequação tg x > ҮЗ, em R. 


358. Resolva а inequação tg x = O, para x € К. 


359. Resolva a inequação —V3 < tgx= = para x € R. 


360. Resolva a inequação [tg x| = ҮЗ, em R. 


361. Seja y = а!° х com O < a < 1, em que log u indica o logaritmo neperiano de и. 
Determine x para que log y > 0. 


LEITURA 


Euler e a incorporação da 
trigonometria à análise 


Hygino H. Domingues 


Dentre as contribuições da Índia à matemática, merece lugar de relevo а 
introducao da ideia de seno. O responsável por essa inovacao foi o matemático 
Aryabhata (476-?), ao substituir as cordas gregas (ver págs. 36 a 38) por semicor- 
das — para as quais calculou tábuas de 0° а 90º, em intervalos de 3?45' cada um. 


Os árabes, posteriormente, nào se limitaram a apenas divulgar a obra de gre- 
gos e hindus: também deram contribuições significativas próprias à matemática, 
em particular à trigonometria. Neste campo, em que adotaram a noção de seno dos 
hindus, introduziram os conceitos de tangente, cotangente, secante e cossecante, 
mas também como medidas de segmentos convenientes em relação a unidades 
pré-escolhidas. E o primeiro texto sistemático de trigonometria, desvinculado da 
astronomia, é de um autor árabe: Nasir Eddin (1201-1274). 

No Renascimento talvez o ponto alto da trigonometria seja o início de sua 
abordagem analítica, em que pontificou Viête. Mesmo com sua notação pouco 
funcional, Viète estabeleceu relações trigonométricas importantes, como as fór- 
mulas para sen (п0) е cos (п0) em função de sen Ө е cos Ө. 

Um grande avanço no sentido de levar a trigonometria para os do- 
mínios da análise foi dado por Newton, no século XVII, ao expressar as funções 
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circulares па forma de séries inteiras (por exemplo: 

= S и 28, — 
senx =x 3l Jr 5! 21 

Porém, não seria exagero nenhum afirmar que o verdadeiro fundador da 
trigonometria moderna foi Leonhard Euler (1707-1783), o maior matemático do 
século XVIII. 


Euler era filho de um pastor luterano de uma localidade da Suíça próxima 
da cidade de Basileia. Pela vontade do pai seguiria também o sacerdócio; mas, 
na Universidade da Basileia, para onde fora com essa finalidade, conheceu Jean 
Bernoulli e seus filhos Nicolau e Daniel, o que acabou pesando fortemente em 
sua opção pela matemática. Pouco depois de formado foi convidado a integrar a 
Academia de S. Petersburgo, na Rússia, onde já estavam Nicolau e Daniel (que 
о haviam recomendado). Depois de alguns vaivéns, em 1730 ingressou naquela 
instituição como físico. E, trés anos depois, com a volta de Daniel à Suíça, foi-lhe 
confiado o posto máximo de matemática da Academia. Nessa posição ficou até 
1741 quando aceitou se transferir para a Academia de Berlim, a convite de Frede- 
rico, o Grande. Depois de 25 anos na Alemanha retorna enfim a S. Petersburgo, 
onde terminaria seus dias. 


x 
Q 
ш 
> 
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E 
нэ 
Ф 
ра] 
ш 
= 
= 
ш 
ES 
Sy 
< 
° 
x= 
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2 
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Ф 
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2 
S 
Ф 
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Leonhard Euler 
(1707-1783). 


Euler, com seus cerca de 700 trabalhos, entre livros e artigos, é sem 
dúvida o mais prolífico e versátil matemático de todos os tempos. Os originais 
que deixou com a Academia de S. Petersburgo ao morrer eram tantos que sua 
publicação só foi concluída 47 anos depois. E diga-se que Euler perdeu a visão 
em 1766, o que o obrigou, a partir de então, a ditar suas ideias a algum filho 
ou a secretários. 
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Euler foi também um grande criador de notações. Dentre os símbolos mais 
importantes devidos a ele estão: e para base do sistema para logaritmos naturais 
(talvez extraído da inicial da palavra “exponencial”); i para a unidade imaginária 
(i = 4-1), т para a razão entre a circunferência е seu diâmetro (na verdade, neste 
caso, foi apenas o divulgador dessa notação, posto já ter sido ela usada anterior- 
mente); Ix para o logaritmo de x; > para somatórios e f(x) para uma função de x. 


Quanto à trigonometria, seu papel renovador surge já nos conceitos bási- 
cos. O seno, por exemplo, não é mais um segmento de reta a ser expresso em re- 
lação a alguma unidade, mas a abscissa de um ponto do círculo unitário de cen- 
tro na origem e, portanto, é um número puro. Caracteriza-se dessa forma (vale o 
mesmo para as demais linhas trigonométricas) a ideia de relação funcional entre 
arcos e números reais. 


Euler dedicou duas memórias à trigonometria esférica, nas quais partiu 
do fato de que, sobre a superfície de uma esfera, as geodésicas (arcos de me- 
nor comprimento ligando dois pontos) são arcos de círculos máximos. Assim, um 
triângulo esférico é determinado por três círculos máximos, como na figura. Entre 
outros resultados obteve, por máximos e mínimos, a lei dos senos da trigonome- 
tria esférica (já conhecida): 


sen А sen B sen С 


sena senb senc 


* O ângulo А do triângulo esférico АВС é o àn- 
gulo formado pelas tangentes MA e NA aos 


arcos АВе АС, em A, respectivamente. 

* Analogamente se definem os ângulos B 
ec. 

* Prova-se que vale a relação 
180? < med (À) + med (B) + med (С) < 540º 


A famosa identidade de Euler, ligando a trigonometria à função exponen- 
cial (e* = cos x + i sen x) na verdade já aparecera antes sob a forma logarítmica 
(Roger Cotes — 1714). Dela decorre a notável igualdade: 


er +1=0 


Para julgar um gênio, só outro gênio. E Laplace dizia a seus alunos: “Leiam, 
leiam Euler, ele é o nosso mestre em tudo”. 
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Funções circulares 
inversas 


I. Introdução 


175. Definição 


Uma função f de A em B é sobrejetora se, e somente se, para todo y pertencente 
a B existe um elemento x pertencente a A tal que 


f(x = y 


Em símbolos: 


FASB 
fé sobrejetora > Уу, y € B,3x,x € A | f(x) = y 


Notemos que f : A — B é sobrejetora se, e somente se, Im(f) = B. 


FAB 


fé sobrejetora © Im(f) = B 


Em lugar de dizermos "f é uma função sobrejetora de A em В", poderemos dizer 
"f é uma sobrejeção de A em В". 
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FUNÇÕES CIRCULARES INVERSAS 


176. Definição 


Uma função f de A em Bé injetora se, e somente se, quaisquer que sejam x. e x; 
de А, se x, + x, então f(x4) + f(x). 
Em símbolos: 


Notemos que a definição proposta é equivalente a: uma função f de A em B 
é injetora se, e somente se, quaisquer que sejam x4 ex, de A, se f(x.) = f(x2) então 
X4 = X2. 


Em lugar de dizermos "f é uma função injetora de A em B", poderemos dizer "f é 
uma injeção de A em B". 


171. Definição 


Uma função f de A em B е bijetora se, e somente se, f é sobrejetora e injetora. 
Em símbolos: 


A definição acima é equivalente a: uma função f de A em В é bijetora se, e 
somente se, para qualquer мэ pertencente a В existe um único elemento х 
pertencente a A tal que f(x 


Em lugar de dizermos "f é uma função bijetora de A em B", poderemos dizer "f 
é uma bijeção de A em B". 
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FUNÇÕES CIRCULARES INVERSAS 


178. através da representação cartesiana de uma função f podemos verificar se f é 
injetora ou sobrejetora ou bijetora. Para isso, basta analisarmos o número de pontos de 
interseção das retas paralelas ao eixo dos x, conduzidas por cada ponto (О, у) em que 
y € B (contradomínio de f). 


1%) бе cada uma dessas retas cortar o gráfico em um 56 ponto ou nào cortar o 
gráfico, então a função é injetora. 


Exemplos: 
a) f: R — R b) f: R, — R 
f(x) = x f(x) = x2 


2º) Se cada uma das retas cortar o gráfico em um ou mais pontos, então a fun- 
ção é sobrejetora. 


Exemplos: 
a) f: R — R b) f: R> R, 
f(x = x — 1 f(x) = х2 
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FUNÇÕES CIRCULARES INVERSAS 


3º) Se cada uma dessas retas cortar o gráfico em um só ponto, então a função 


é bijetora. 
Exemplos: 
a) f: R — R b) f: R — R 
f(x) = 2x f(x) = х · |х| 
у у 
x x 


179. Resumo 
Dada a função f de А em B, consideram-se as retas horizontais por (O, y) 
comy Е В: 


|) se nenhuma reta corta о gráfico mais de uma vez, então f é injetora. 
Il) se toda reta corta o gráfico, então f é sobrejetora. 
111) se toda reta corta o gráfico em um só ponto, então f é bijetora. 


II. Função arco-seno 


A função seno, isto é, f: R — R tal que f(x) - sen x é evidentemente não sobreje- 


T бт т Eu 
— + — e sen — = sen — |. 


tora (pois À хе Rtal que sen x = 2) e não injetora (pois 6 6 6 6 


. 2 : , тот 
бе considerarmos а função seno restrita ao intervalo É г) е сот 


contradomínio [—1, 1], isto é, g: = 5 — [—1, 1] tal que g(x) = sen x, notamos 


que: 
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FUNÇÕES CIRCULARES INVERSAS 


1º) g é sobrejetora, pois para todo y € [—1, 1] existe хе E i| tal que 


sen x = y; 
PETS Д А т т = p _ 
2°) g é injetora, pois по intervalo É PE = а função seno é crescente. Então: 


X, Æ X, = Sen x. + Sen x> 


Assim sendo, a função g admite inversa е g 1 é denominada função 


arco-seno. Notemos que g 1 tem domínio [— 1, 1], contradomínio - zi e associa 
a cada x € [-1, 1] um y € E i| tal que y é um arco cujo seno é x (indica-se 


y — arc sen x). Temos, portanto, que: 


у = агс ѕепх e seny=x e = y = 


= SE zm 
2 2 


180. os gráficos de duas funções inversas entre si são simétricos em relação à reta 
que contém as bissetrizes do 1º e 3º quadrantes. Então a partir do gráfico de g obtemos 
os gráficos de g 1: 


g(x) = sen x g !(x) = arc sen x 
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FUNÇÕES CIRCULARES INVERSAS 


362. 


363. 


364. 


365. 


EXERCÍCIOS 


Determine а tal que a = arc sen > 


Solucáo 


Temos: 


1 1 т т 
а = arc sen — e sena = — e - --а-- 
2 2 2 2 


А 2 127 1, А 
isto é, arc sen F é um a tal que sen a = > de modo que esteja no 


intervalo É 


| . 2 КЕ 1 
Determine os seguintes numeros: arc sen O,arc Sen y arc sen| Мин > „arc sen 1 


e arc sen (- 1). 
1 
Calcule cos | arc sen а” 


Solução 


1 
Fazendo arc sen 3 = q, temos: 


sen 2 — ed 
MES SOS 
3 2 2 


então: 


— 1 8 2N2 
2 = Za | e = | ue 
cosa = +V1 — sen? a 9 9 3 


Calcule tg [are sen 3) 
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FUNÇÕES CIRCULARES INVERSAS 


3 5 
366. Calcule cos (aro sen 5 + arc sen 42) 


Solução 
3 
Fazendo arc sen 5 = а, temos: 
sen = ue сш 
4-5 DELE 
= ar á 
então cos a =+ (1 – |= | = —. 
А (5) 5 


Fazendo arc sen ie p, temos: 
13 
T 
< В < — 
B 2 


5 ei G Y 42 
então соѕ В = + |1 +) pons 


Finalmente, temos: 


cos (a + B) = соза: cos B — sena - sen B = 


367. Calcule: 


a) t (aro sen (2 + arc sen i 
8 3 4 


b) sen (2 - arc sen (2) 
с) cos Ё -агс sen 12) 


13 


368. Admitindo a variação de arc sen x no intervalo fechado - Е zl resolva a equação 


1 
arc sen x = 2 arc sen —. 
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III. Função arco-cosseno 


A função cosseno, isto é, f: R — R tal que f(x) = cos x é não sobrejetora (pois Á x 
е R tal que cos x = 3) e não injetora (pois O = 2т e cos O = cos 21). 


Se considerarmos a função cosseno restrita ao intervalo [O, 11] e com contradomí- 
nio [—1, 1], isto é, g: [0, 11] — [—1, 1] tal que g(x) = cos x, notamos que: 


19) g é sobrejetora: V y € [—1, 1, 3x € [0, т] | cos x = y; 
2*)géinjetora: V xi, X2 € [0, т], X1 + X2 = COS X4 + COS X2, pois g é decrescente. 


Assim, g admite inversa e g * é denominada função агсо-соѕѕепо. Notemos 
que g * tem domínio [—1, 1], contradomínio [O, тт] e associa a cada x € [-1, 1] um 
y € [0, 11] tal que y é um arco cujo cosseno é x (indica-se y = arc cos x). Temos, por- 
tanto: 


y = arc cos x @ cosy хе О <y=<+ 


181. Como os gráficos de g e g 1 são simétricos em relação à reta у = x, podemos 
construir o gráfico de g 1 a partir do de g. 


g(x) = cos x g 4x) = arc cos x 
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EXERCÍCIOS 


369. Determine a tal que a = arc cos с 


Solução 


Temos: 


ҮЗ 


ҮЗ 
O S aes -y O Osu Ss n 


д T 
então a = —. 
6 


| | : 1 42 
370. Determine os seguintes números: arc cos 1, arc cos > arc cos EE arc cos O, 
arc cos (- 1). 


371. Calcule tg (aro cos 2) 


Solucáo 


2 
Fazendo arc cos — = а, temos: 


2 
Шы = Ө © «а =m 


4 
então sen а = +1 — cos?a = + |1 — 
BC _ sena N21 

8 cos а 2 


372. Calcule sen [are cos (-3)). 


373. Calcule cotg [are cos 2) 
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374. Sendo A do primeiro quadrante e arc sen x = A, ache arc cos x. 


375. Calcule sen [ar cos 5 + arc sen 2 
13 25 


Solução 
Fazendo arc cos — = о, temos: 


Cos 002121 
13 


2 
então sena = + [4 — ЕН = = 


Fazendo arc sen — = 
TA 
sen 
p- 2° 
NS 5) = — 
Finalmente, temos: 


sen (a + B) = ѕеп о · cos B + sen B : cosa = 


13 25 ОБ 13 325 sos: 


19 247 o 288 68 EIAS 


376. Calcule: 


a) sen [are cos t arc cos ES с) t (2 - arc cos (2) 
5 13 8 


b) cos (aro sen HE arc cos 2 zi d) cos (+ “ arc cos = 
25 13 2 25 
377. Seja a função f(x) = cos (2 arc cos x), —1 < x < 1. 


a) Determine os valores de x tais que f(x) = O. 
1 


b) Esboce о gráfico de g(x) = day 


378. Quais são os quadrantes onde estão os arcos cujo cosseno é 122 
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IV. Função arco-tangente 


A função tangente, isto é, f: Ë |x + 2 + km) — R tal que f(x) = tg x é sobre- 


т 


2 + Кт tal que tg x = y] e não injetora (pois 


jetora (pois v y € R,3xERex + 
Oz пе 180 = tg). 
ñ T : Я т т 

бе considerarmos a função tangente restrita ao intervalo aberto Ін tal e 

com contradomínio R, isto é, 
т т 
g |- ж? | R 

tal que g(x) = tg x, notamos que: 

1º) g também é sobrejetora; 
JI WE 
2'2 


2°) g é injetora, pois no intervalo | - | a função tangente é crescente, então: 


т Т 
wee [E е > tg x, + tg X2 


y 


Deste modo а função g admite inversa е g 1 é denominada função arco- 


tangente. Notemos que g * tem domínio R, contradomínio Ін 2 | е associa а 


= | tal que у é um arco cuja tangente é x (indica-se 


2'2 
у = arc tg x). Temos, portanto: 


cada x E R um y | 


TF 


T 
y = arc tg x e tgy = x e 2 y 2 
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182. Como de hábito vamos construir o gráfico de g 1 a partir de g. 


g(x) = tg x g!(x)=arctgx 


y y 


379. Determine a tal que a = arc tg 1. 


боішсао 
Temos: 
a=arctg1l Stga=1e o 


isto é a 
, 4” 


380. Determine os seguintes números: arc tg O, arc tg V3, arc tg (— 1) e arc «(- 3) 


381. Calcule sen (arc tg 2). 
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Solução 
Fazendo arc tg V2 = a, temos: 


ше @ = 42 e шиш 2001 


2 2 
então: 
tg? a 2 2 2 46 
tas =- —==. £ sama = 4 (E = MS 
A T qme A Чо © 


382. Calcule cos [are tg (- +) 


3 5 
383. Calcule tg [are sen = arc tg >) 


Solucáo 
Fazendo arc sen E = а, temos: 
sene = e ши e 2050 
5 2 2 
3 
шин) 9 4 Seno ЕБЕ 0 
cos a = +. [1 25 5 etg “оза 4 4 
5 
i 5 
Fazendo arc ez — = p, temos tg B = ЛЭ 
Finalmente, temos: 
3 > 16 
tga — tg В 4 12 48 16 
t Z. _— E Y A U L lili AS, 
O T gn gp EN NUN NS 
4 12 48 
384. Calcule: 
а) sen (arc tg 2 + arc tg 3) с) tg (2 - arc tg i 


b) cos [are tg 2 — arc tg ij d) cos (s «arc tg 24) 
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385. Demonstre a igualdade: 


(5 3 
arc sen 5 + arc cos —— = arc tg 1 


V10 


Solução 


|) Façamos a = arc sen = В = arc cos Mom ү = arc tg 1, 


410 
então: 
sen e E тэ e = = 
2 2 4 т 
5 ХОЛ Cs > 
с0568--2-60«8«т-э0-8-- 
410 4 
8 y 2 Y 2 => Y 4 
П) Temos: 
КЕЗ 
go- а sen a _ E 
cosa 1 = ѕеп2а 420 2 
5 
A 
= n - MEA E 


шаг 
— Pare 2 SO Wë 
ig la + рааш 
g (a + B) 1 — tg w tgp RE a g y 
2 8 6 
II) Conclusão: 
Шоо = вере 
A = (еу 
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386. Prove as seguintes igualdades: 


1 1 т 
a) arc tg — + arc tg — = — 
) 5> 53 4 
1 3 т 
b) arc sen — + arc cos — = — 
45 4 
З 12 16 
с) arc cos — + arc cos —— = arc cos — 
5 13 65 


d) arc sen — arc sen e arc tg ES 
25 5 4 


1 1 т 
e) 2- arc tg — + arc tg — = — 
) 83 £7 4 


Solução 
1 
e) Fazendo arc tg = = о, temos: 


Ji T T T 
= — — < < == са < — 
tga 3 e m СОЕ > О<о 4 = 


= 0<24<-- (1) 


Fazendo arc tg — = Б, temos: 


шВ=--е Б СЕБЕ 


T 


2202) 


Tendo em vista (1) e (2), para provar que 2a + B = 2 basta provar que 


tg(2a + B) = 1, pois O < 2a + B < т. Temos: 


2 2 
NE co Тэ. 
WO i-wua | 1 8 8 4 
9 9 
[ENS 
_ гиш” _ 4 7 _ 28 _ 
O Q ma оо TE E 25 1 
a 7 ОГ 
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387. Prove as igualdades: 


a) 2 - arc tg 2 + arc cos 12 = 
3 13 

b) es вов Es E 

4 16 2 


388. Resolva a equação: 


х == x 
arc tg (15) + aro tg [2 55)-2 


389. Calcule x na igualdade: 
arc tg (7x — 1) = arc sec (2x + 1) 


390. Sejam a = arc sen (4) um arco no 2º quadrante е B = arc tg (-5) um arco no 


4º quadrante. Calcule 25 - cos (a + f). 
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Apéndices 


N а д 


Resolução de equações 
e inequações em 
intervalos determinados 


183. Quando desejamos obter as soluções de uma equação ou inequação perten- 
cente а um certo intervalo |, seguimos a sequência de operações abaixo: 

1º) resolvemos normalmente a equação ou inequação, não tomando conheci- 
mento do intervalo І, até obtermos a solução geral; 

2º) obtida a solução geral, quando necessariamente aparece a variável k inteira, 
atribuímos a к todos os valores inteiros que acarretem x € l. 

O conjunto solução será formado pelos valores de x calculados com os valores 


escolhidos para k. 


I. Resolução de equações 


x: EXERCÍCIOS 


391. Determine x € (0, 271] tal que 2 - sen x = 1. 
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Solução 


A solução geral da equação sen x = 


ме 
ах 


ы (Л к = ШӘ a, бт 
6 6 


Se queremos О x x < 2т, devemos atribuir a k o valor O. Então: 
т bm 
` = эт) 


392. Quais são os arcos do intervalo fechado O-— 271 tais que o seno do seu dobro é 
N35 
2 


Solucao 


Chamemos de x os arcos procurados. Então: 


2x = E + 2km 
ҮЗ т 3 
sen 2x 277 = sen 2x = sen = > ou = 
б ш. 
3 
х=-—+Кт (1) 
6 
= + OU (chamada solução geral) 
х= 1 +km (2) 
3 


A solução geral é o conjunto de todos os arcos que satisfazem a equação 
dada, ao passo que queremos só os arcos-solução do intervalo O — 27. 
Então vamos atribuir valores a k : 


2 = a k=0 == 

k=0 = x 6 -» Х 3 
ет (1) ет (2) 

k= 1 > x= Z k= 1 > x= £ 


Observamos que qualquer outro valor atribuído a kem (1) ou (2) acarretaria 
x € 0ч 27. 
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ES EM INTERVALOS DETERMINADOS 


393. Determine x tal que O «x < п e sen Зх = > 


394. Quais são os arcos do intervalo fechado O —— 27 tais que o seu seno é igual ao 
seno do seu dobro? 


Solução 


Chamemos de x os arcos procurados; então: 


2x =x + 2Кт X = qu (1) 
sen 2x = sen x = 4 OU = < e m , 2Кт 
2x em = X = 216 ж ===ч (y 
3 2) 
k=0 > x=0 
О.» „| 
TT 
к = @ =— 
=> Ж 3 
Ет (2) 4 К=1 = х= т 
5r 
Kc == 


395. Obtenha as soluções da equação sen 3x = sen 2x que pertencem ao intervalo 
(0, тт]. 


396. Determine x tal que 0 < x < 27 е cos 2x = > 


Solucáo 
т TF 

2х = = + 2Кт Xs dem (1) 

Temos cos 2х = cos — = + ou — 4 ou 
3 т 
2х = Al Х---- + Кп (2) 
р- 
216 
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k=0 > x=— k=1 > x= 27 
De (1) de (2) 
k= 1 > x= т Ro EE 
T Jue, do n lr 
então s = |, Sr 7r, = 


397. Obtenha x tal que cos Зх = cos 2x е О < x < m. 
398. Ache as soluções de 4: sen? x — sen x = 0 para 0 < x < 2m. 


399. Determine x tal que О < x < тп e tg 6x = tg 2x. 


Solução 
tg бх = tg 2x > бх = 2x + Кт > х= 7 
Fazendo К = О, 1, 2, 3 e 4, obtemos respectivamente x = 0, = = — е т. 


: ти ӘЖЕ : 
Excluindo os wlosy e EN para os quais nào existem as tangentes de 6x e 


2x, vem: 
5- jo - =} 


400. Calcule x no intervalo O < x < 27 tal que tg x + cotg x = 2. 


401. Sendo O < x < т, resolva Nsen? x — үсоѕ2 x = O. 


402. Resolva a equação sen x + sen y = 1, sabendo que x + y = = 
403. Resolva, ет O < x = 27, as seguintes equações: 
a) cos ж- 23. b) cos 2x = cos x 6) cos [x+ E) = o 


404. Resolva, para x € (О, 27], as equações abaixo: 


a) cos 3x = cos x b) cos 5x = cos (x + ij 
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405. 


406. 


407. 


408. 


409. 


410. 


411. 
412. 
418. 


414. 


Resolva a equação cos? x — 2 sec? x = 1, сот 0 < x < m. 


Qual é o número de soluções da equação trigonométrica 
cos? x + cos? x + cos'x+..+cosx+1=Onointervalo O < x < 27? 


Resolva, para O < x < 217, as seguintes equações: 


а) tg 2х = ҮЗ е) &2х = tz [x +) 

b) tg 2x = tg x f tg 4x= 1 

с) t£3x = 1 g) cotg 2x = cotg (x + ij 
d) tg 3x — tg 2x = 0 h) tg? 2x = 3 


Resolva as equações abaixo, para x € (0, 27]: 


a) sec2 x = 2 : tg x 
1 cos x 


by ====4 


sen? x sen x 


с) sen 2x : cos (s + i = cos 2x : sen (x «ij 


d) (1 — tg x)(1 + sen 2х) 2 1 + tg x 
е) 3 sec? x = 2 sec x 


t 
f) 2 sen? x = 8х 
sec x 
Para quais valores de p a equação tg px = cotg px tem x = > para raiz, em [0, 27]? 


Em quantos pontos os gráficos das funções seno e tangente, com O < x < т, se 
interceptam? 


Calcule o ángulo х no intervalo O < x < 27, se sec? x = tg x + 1. 
Determine x tal que O < x < z e tg бх = tg 2x. 
Resolva as seguintes equacóes para x € (0, 2т): 
e X 6X _ 
— ч == 
d) sen 2 cos 2 16 


а) sen? x + cos* x = = 
5 

b) sen? x + cos? x = -> e) sen? x + cos? x = 1 
1 


с) sent x + cos! x = 5 


Qual é o número de soluções que a equação sen 2x = sen x admite no intervalo 
-T худ ЭРЭ 


4 
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415. 


416. 


417. 


418. 


419. 


420. 


421. 


422. 


423. 


424. 


425. 


А А " А 7 А 
Determine о conjunto solução da equação 3 tg? x + 5 = Em no intervalo - > 2| 


sx 


Determine os valores de x, no intervalo O < x < 2, que satisfazem a equação 
sen mx + cos mx = 0. 


Calcule o ângulo x no intervalo O < x < 2т, se sec? x = tg x + 1. 


Resolva, em | = (0, 27], as seguintes equações: 


а) 2 sen? x —3cosx- 3-0 с) 5cosx-— З = —2 cos? х 

b) 2 cos x = 1 + cos? x а) 4 cos x (cos x — 2) = —3 

Qual é a soma das raízes da equação хав энэ 4, no intervalo O < x < 27º? 
1 — cos? x 


Quantas raízes, рагах € [0, 27], tem a equação 2 соѕ2х + З sen2x = 5 + Зсоѕх? 


Dado o sistema: 


ot: 
sen x + cos y = 2 


n/a 


a) mostre que o par (хо, yo) com xo = 27 e yo = não é solução do sistema; 


b) resolva o sistema, determinando todas as soluções (x, y), para x e y em [O, 27]. 


Resolva o sistema: 


sena + cosb = 1 
a+b a-=b 
- COS 
2 2 


sendo a e b do 1º quadrante. 


sen 


Quais são os valores de x entre O e 27 que satisfazem a equação 
2 sen? x + |sen x| — 1 = 0? 


Calcule a soma das raízes da equação 1 — 4 cos? x = О, compreendidas entre O 


е т. 


Sendo O < x < т, resolva а equação 2 log sen x + log 2 = 0. 


. Qual é a soma das raízes da equação 2 sen? x — 5senx + 2 = 0, рагах € [0,27]? 
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II. Resolução de inequações 


427. Determine x € (0, 271] tal que cos 3x < 


ме 


Solução 
! А 1 И А 
Fazendo 3x = у, temos а inequação cos у = EE Examinando o ciclo, vem: 


TF 


Бт 
<у<--- 
3 2km у 3 + 2km 


Como x = E resulta: 


ш ш 2 
9 З 


Mas x € [0, 27], então só interessam as soluções particulares em que 
k=00u 1 ou 2: 


= 2 ши 
k=0 > 9 == x = а 
ou 
k= 4 оа 
9 
ou 
ess re с. 
9 
т Бат Tar 117 
Portanto, S = xen |E ex = dE ou Bone Е ou 
137 цэ. 
-- < x < — 
9 9 


428. Resolva a inequação cos 2x < S supondo x € (0, 27]. 


429. Resolva a inequação cos 4x > - supondo x € [0, 271]. 
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430. Determine x € (0, 27] tal que COS X 
cos 2x 


se 


Solucao 
І) Fazendo cos x - уе lembrando que cos 2x - 2 cos? x — 1, temos: 


y y 2y -y—1 
= = EA A 
dL => 1x0e Wa 


—— —— > 
2у2 - 1 2y? – 1 9 


ІІ) Fazendo o quadro de sinais: 


Za 2 
2 2 2 1 
——— n 

2у2 – у – 1 | | | | | I | 

2у? — 1 Бат, | ТТ 
1 1 1 1 

е ең Io 172 
І І І І 


2y = À : : Д : 


42 


concluímos que o quociente é positivo para y < A ou — > <y<— 
2 2 2 
оцу 2 1. 


II) Examinando о ciclo trigonométrico, рага О < x < 2т, temos: 


соо E Cd 
2 4 4 
T ш 
Т 4 3 
— o < ou 
шог um 
Boy 4 
cosx=1 > х= 0 ou 27 
portanto: 
т 2т Зт бт 
= = — == == E Ln E — 
5 ісенік 0 ou q тт 22: 


тш э Иш x= 27] 
3 4 E 
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2 = 
431. Resolva a inequacáo Zoos x osx t > 0, supondo x € (0, т]. 


cos 2x + senx + 1 


432. Resolva a inequação 
cos 2x 


= 2, supondo x € (0, т]. 


433. Resolva a inequacáo 2ººs ?* < 2, supondo x € (0, т]. 


434. Determine x € (0, 271] tal que sen 2x > O. 
Solução 
Fazendo 2x = y, temos a inequação sen y > 0. 
Examinando o ciclo, vem 


2кт <у < т + 2Кт 


Сото х = I resulta: 


km <x + kr. 


Mas x Е [0, 27], então só interessam as soluções particulares em que 
к= O ou 1: 

k=0>0<x< = 

ou 


k=1 > mexe 


s=(emlo<x< ou r= x= 35) 


435. Resolva a inequação sen 2x > i supondo x € (0, 27]. 


436. Resolva a inequação sen 3x = a supondo x € (0, 211]. 


437.Resolva a inequacáo 4 = sen x : cos x < > supondo x € (0, 27]. 
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438. Determine no conjunto dos números reais o domínio de 


4:sen?x— 1 
y- “Санах EE , Oxx«x2m. 


439. Para que valores de x, x € [0, 27], está definida a função 


fo) = sen 2х — 2 5 
(0 = сос 2x + З cos x — 1: 


(2 cos? а) х2 — (4 cos a) x + (4 cos? a — 1) = 0 


440. É dada a equação 


sendo 0 < a x m. 
a) Para que valores de a a equação tem soluções reais? 
b) Para que valores de а a equação admite raízes reais negativas? 


444. Para que valores de x, x € (0, 27], verifica-se a desigualdade: 


logcos x (2 cos x — 1) + 108,05 х (1 + cos x) > 1? 
442. Que valores de x, x € (0, 27], verificam a inequacáo V1 — cos x < sen x? 
443. Determine x € (0, 271] tal que 1 < tg 2x < v3. 


Solucao 
Fazendo 2x = y, temos a inequacáo 1 = tg y < V3. 


Examinando o ciclo, vem: 
TW 
4 


Como x = > resulta: 


а E kar 


Masx € [O, 27%], então só interessam as soluções particulares em que k = O 
ou 1 ои 2 ои 3: 


17 TT 
= — < x < — 
k О dar š 6 
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ou 
Dar 
к = 1 => — Ex É == 
8 
ou 
9m 
k=25 —=<x< — 
8 
ou 
que mom 
8 
т 5r 2т 
= ENS = 2 agya 2 
S keriz X ои 74 SXx< ou 
Ei dn — 
8 ` 6 2 3 


444. Resolva a inequação tg 2x = — 3, supondo x € (0, 27]. 


445. Resolva a inequação tg? 2x < tg 2x, supondo x е (0, 27]. 


446. Resolva a inequação tg? 2x < 3, supondo x е (0, 27]. 


447. Resolva a inequacáo sen х > cos x, para O < x = 2m. 


448. Resolva a desigualdade cos x + УЗ sen x > V2, com O = x = 2m. 


449. Resolva a inequação [cos x| = sen x, com O < x < 2m. 


450. Qual é a solução da inequação sen 2x - (sec? x= 1) < O, no intervalo fechado 


(0, 27]? 


451. Resolva a inequação 4 sen? x > 1, para O < x < 2m. 


452. Resolva a inequação 32 sen x - 1 > 1, supondo x € (0, т]. 
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453. Considerando x € (0, 21]: 
a) Para quais valores de x existe log, (2 sen x — 1)? 
b) Resolva a equação 
log, (2 sen x — 1) = log, (3 sen? x — 4 sen x + 2) 


454. Resolva a inequacáo 4 cos? x < 3, em D = (0, 27]. 


2 = 
455. Resolva a inequação 2 cos х + cos x — 1 > 0, supondo x € (0, т]. 


cosx— 1 


456. Determine no conjunto dos números reais о domínio de 
|| [4se?x- 1 Оа 
x= ROSI Х ‚ О<х=2т 
2 3 $ 
457. Se X + x + tga > Z para todo x real, com О < a = т, determine a. 


458. Qual é a solução da inequação sen? x < 2 sen x, no intervalo fechado [0, 2т|? 


459. Рага О « x « 2т, qual é o conjunto solução de (sen x + cos x)? > 1? 
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Trigonometria ет 
triângulos quaisquer 


I. Lei dos cossenos 


Em qualquer triângulo, o quadrado de um lado é igual à soma dos quadrados dos 
outros dois lados, menos o duplo produto desses dois lados pelo cosseno do ап- 


gulo formado por eles. 


Demonstração: 

1º) Seja ABC um triângulo com A < 90º. 

No ABCD, que é retângulo: B 
a2=n2+h2 (1) с 

Мо АВАР, que é retângulo: 
һ2- с2- m? (2) 

Temos também: E a 
n-b-m (3) 

Levando (3) e (2) em (1): 
а? = (b — m}? + c? — m? > a? = b? + c? — 2bm 


Mas, no triângulo BAD: m = c : cos À. 


Logo: a2 = b2 + c2 — 2bc : cos À 
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2º) Seja ABC um triângulo com 90º < А < 180°. 

No ABCD, que é retângulo: 
a? =n? +h? (1) 

No ABAD, que é retângulo: 
h2? = с2- m? (2) 

Temos também: 
n=b+m (3) 


Levando (3) e (2) em (1): 


a? = (b + т)? + c? — m? > a? = b2 + c? + 2bm 


Mas, no ABAD: m = c - cos (180º — А) = m=-c-cosÃ. 


Logo: a2 = b2 + c2 — 2bc : cos À 


3°) Analogamente, podemos provar que: 
b2 = a2 + c2 — 2ac : cos B 
c? = a? + b? — 2ар · cos С 


EXERCÍCIOS 


460. Dois lados de um triângulo medem 8 me 12 m e formam entre si um ângulo de 
120º. Calcule o terceiro lado. 


Solução 
Adotando a notação da figura ao lado e 
aplicando a lei dos cossenos, temos: 
a? = b? + c? — 2bc · cos À = 
= 82 + 122- 2.8.12-со5 120° = 
= (241 <p 41210! я» 818) = 50И! 


então a = V304 = 4/19 m. 
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461. 


462. 


463. 


464. 


465. 


466. 


467. 


Calcule c, sabendo que: A 
а = 4 C 
b = 3У2 5 b 
C = 45º 
a 
C 
Dois lados consecutivos de um paralelogramo medem 8 m e 12 m e formam um 


ângulo de 60º. Calcule as diagonais. 


Calcule os trés ângulos internos de um triángulo ABC, sabendo que a = 2,b = Убе 
с = ҮЗ + 1. 


Demonstre que, se os lados де um triângulo têm medidas expressas por números 
racionais, então os cossenos dos ângulos internos também são números racionais. 


Os lados de um triângulo são dados pelas expressões: 
а= х2 +х+1, b=2x+1 e с-х2-1. 
Demonstre que um dos ângulos do triângulo mede 120º. 


Calcule o lado c de um triângulo ABC sendo dados А- 120°,b= 1e = = 2. 


Qual é a relação entre os lados а, b е с de um triânguo АВС рага que se tenha: 


a) ABC retângulo? 
b) ABC acutângulo? 
c) ABC obtusângulo? 


Solução 


Admitamos que a seja o maior lado do triângulo ABC, isto ё, a = be 
а > с. Sabemos da Geometria que ao maior lado opõe-se o maior ângulo do 
triângulo, portanto, A = В e A > C. Assim, temos: 

ДАВС é retângulo + À = 90? 

ДАВС é acutángulo © 0% <А < 90° 

ДАВС é obtusánguloe» 90? < À < 180° 


Por outro lado, da lei dos cossenos, temos: 


D ic = Gl 


a2=b2+c2-2be-cosÃ > cos À = 
2bc 
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Então, vem: 
а) А = 90% <> cos À = 0 & b2 + c2 — a2 = 0 & a2 = 02 + с? 


b) 0° <А < 90% © соА>0 & b2 + c2 а2>0 e 
& a? < b? + с? 


с) 90° <А < 180° <> соБА-0 & b? + c2 а2<0 © 
< а? >b? + c2 


Conclusão: um triângulo АВС é respectivamente retângulo, acutângulo ou 
obtusângulo, conforme o quadrado de seu maior lado seja igual, menor ou 
maior que a soma dos quadrados dos outros lados. 


468. Classifique segundo as medidas dos ângulos internos os triângulos cujos lados são: 
a) 17,15,8 b) 5, 10, 6 с) 6,7,8 


469. Os lados de um triângulo obtusângulo estão em progressão geométrica crescen- 
te. Determine a razão da progressão. 


II. Lei dos senos 


Em qualquer triângulo, o quociente entre cada lado e o seno do ângulo 


oposto é constante e igual à medida do diâmetro da circunferência circunscrita. 


Demonstração: 


Seja ABC um triângulo qualquer, inscrito numa circunferência de raio R. Por um 
dos vértices do triângulo (B), tracemos o diâmetro correspondente BA' e liguemos A' 
сот С. 


Sabemos que А-А por determinarem A 
na circunferência a mesma corda BC. O triân- D 4 
gulo АВС é retângulo em С por estar inscrito 


numa semicircunferência. 
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Temos, então: 


a=2R-senÃ'> a=2R-senÃ > а <a 
sen А 


b C 
Analogamente: ==2Re = = 2R. 
sen В sen С 


Donde concluímos a tese: 


470.Calcule o raio da circunferência circunscrita a um triângulo ABC em que 
а = 15 cm eA = 30°. 
Solução 
Da lei dos senos, temos: 


a 15 5 
2R = —=—  =— 
senA sen 30? 2 о 
2 


e 


entáo R = 15 cm. 


471. Calcule os lados b e c de um triângulo ABC no qual a = 10, В = 30º e C = 45º. 


V6 + V2 


Dado: sen 105° = 2 


Solução 
А + B + С = 180° > А = 180? — 30? — 45° = 105° 


1 
a _ b о r 1215. _ _ 20 
senA senB sen A Je-N2 46-42 
4 


230 Fundamentos de Matemática Elementar | 3 


TRIGONOMETRIA EM TRIÂNGULOS QUAISQUER 


o 22 
a _ _с тог 2 _ 202 
senA sen C sen A БЕ? X6 + N2 
4 


472.Quais são os ângulos B e C de um triângulo ABC para o qual A = 15°, 


pe sasan - 72, 
2 2 
473. Um observador colocado а 25 m de um Y 
prédio vê o edifício sob certo ângulo. <7 
Afastando-se em linha reta mais 50 т, [m] ЇЕ 
ele nota que o ângulo de visualização é OO 
metade do anterior. Qual é a altura do DO 
edifício? в 214 A nu 
& 50 A 25 X 
2 
184. Teorema 


Em qualquer triângulo, valem as relações seguintes: 


a = b: cos C + c: cos B 


b = a : cos Ĉ + c: cos À 
c = р: cosA + a: соѕ В 


Demonstração: 
Vamos provar só a primeira delas: 


1°) Seja ABC um triângulo com В < 90% е С < 90°. 


А 
c b 
B D C 
[ue e| 
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Мо ЛАВР, que é retângulo: BD = c : cos B 
No AADC, que é retângulo: DC = b - cos C 
então: 
a = BD + DC = c : cos В + 0 · cos С 
2º) Seja ABC um triângulo com 90º < В < 180º ou 90º < С < 180º. 


No AABD, que é retângulo: A 
BD = с · соѕ (180° = В) 


Мо ЛАРС, que é retângulo: 
DC = b : cos С 


21 
р 
епідо: 


a = DC — DB = b : cos С — с: cos (180° - B) = 
= р. cos Ĉ + с: cos B 


185. Teorema 


Demonstração: 
1º) Seja ABC um triângulo com À < 90º. 


No AADB, que é retângulo, temos: 


DB = c · sen A 
então: c a 


Y 
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2º) Seja АВС um triângulo com 90º < À < 180º. 


No AADB, que é retângulo, temos: B 
DB = с: sen (180° — А) = c - sen Â 


então: 


3º) Analogamente provamos que: 


186. Teorema 


Demonstração: 
De acordo com a lei dos senos, temos: 


a 


^ a 
= = 2R = sen A = — (1) 
sen A 2R 


Pelo teorema anterior, temos: 
b-c А 
S= 2 25 senA (2) 


Substituindo (1) em (2), decorre: 
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187. Teorema 


Em qualquer triângulo não isósceles e não retângulo valem as relações seguintes: 


Demonstração: 


Partindo da lei dos senos e usando uma das propriedades das proporções, 
temos: 
a b a sen À a+b sen À + sen B 
ES ci гийн => AE IÓ 
senA  senB b бепВ a-b  senA- senB 


А-В А-В А-В 
2 sen -С05 tg 
_ 2 2 _ 2 
— B А-В А-В 
* COS tg 
2 2 


A 
2 sen [ 


As outras duas são provadas de modo análogo. 


EXERCÍCIOS 


474. Calcule o lado a de um triângulo ABC, sabendo a medida da altura h, e as me- 
didas dos ángulos a e B que h, forma com c e b, respectivamente. 


475. Calcule a área de um triângulo que tem dois lados de medidas conhecidas, 
b=7mec=4m, formando entre si um ángulo de 60º. 


476. As diagonais de um paralelogramo medem 10 m e 20 m e formam um ângulo de 
60º. Ache a área do paralelogramo. 


477.Calcule о raio da circunferência circunscrita a um triângulo ABC de área 20 ст?, о 


qual tem dois lados formando ángulo agudo e com medidas 8 m e 10 m, respecti- 
vamente. 
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478. No AABC temos: АЛ 
AC = тт, BC = 8 m, / >, 
B = ABC = 60º. / 
Determine a área do triángulo. 4 В = 60º 


479. Determine os ângulos internos de um triângulo ABC, sabendo que 


1 


баз Азр Ве = 


> e sen (B + С) 


480. Se um paralelogramo tem lados medindo 4 m e 5 m e formando entre si um ân- 
gulo de 30º, qual é o ângulo que a diagonal maior forma com o menor lado? 


481. Um triángulo tem lados a = 10m,b= 13m e c = 15 т. Calcule o ángulo À do 
triángulo. 


Solucao 


Da lei dos cossenos, temos: 
2: 2 р2 de с2 = a? 
a? = b? + c? — 2bc - cos А > cos А = ——Z ——— 
2bc 
епідо: 


а s OO о AO) 
2-13-15 390 390 65 


AR 49 
portanto A — arc cos “5” 


482. Os lados a, b e c de umtriángulo ABC são diretamente proporcionais aos números 
5, 7 e 9, respectivamente. Calcule o ângulo B. 
483. Calcule os ângulos B eC de um triángulo em que a = 1, b = V3 + 1e А = 15°. 


484. Em um triângulo ABC sabe-se que а = 2b e С = 60º. Calcule os outros dois ап- 
gulos. 


485. Calcule os ângulos de um triângulo ABC, sabendo que 
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486. Calcule o lado с de um triângulo ABC em quea = 6 т, р = З те А = 3B. 


487. Num triângulo ABC cujos ângulos são designados por A, В е С, supõe-se que 
T 


2" Calcule tg B: tg С. 


2tgÃ-tgB+tgCe 0O< À< 


488. Num triângulo de lados a = 3m e b = 4 m, diminuindo-se em 60? o ângulo que 
esses lados formam, obtém-se uma diminuição de 3 m? em sua área. Qual é a 
área do triángulo inicial? 


III. Propriedades geométricas 
Vamos deduzir fórmulas que permitem o cálculo de segmentos notáveis de um 


triángulo (alturas, medianas, bissetrizes internas, raio da circunferéncia circunscrita, 
etc.) tendo apenas as medidas dos lados e dos ângulos internos. 


188. Alturas 


с 


No triângulo ADC retângulo, temos: 
h, = b : sen А 
então 
h2 = b? - sen? А = b2(1 — cos? A) = b? — b? · cos? À = 


b2 + c? – а? Ї _ 4922 — (b? + c? — а2)2 


agg. 
prp | 2bc 4c? 


e daí resulta 
2) —_ = A AAA<á>2. 
12-01 2 ap b) (p= e) 


em дие2р-а-р-с. 
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189. Área 


Das fórmulas que dão as alturas decorre uma fórmula para a área do triângulo, 
chamada fórmula de Hierão: 


a- ha 
5 = 
2 
então: 
S = \р(р — a) (p — b) (p — c) 
190. Medianas 


Aplicando a lei dos cossenos ao triângulo AMC, temos: 


A 
c b 
B a M a C 
2 2 
2 a 2 а 2 
ЕЕ 2 + zm. ана жете = 
та =b (2) 2-р 2 со5 С 
а a? + б? — с? 
=b? +— -b = 
2ab 
_ 4b? + a? — 2a? — 2b? + 202 _ 
4 
_ 2(b? + c?) — a? 
4 


portanto: 


Ma = — 5 N2(b? 4 c?) = ER 
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191. Bissetrizes internas 


No triângulo ABS, temos: 


ш 
— = 2 
с sena 
No triángulo ACS, temos: 
mS 
-- > 2 
b sena 
Então, vem: 
DOS ME A SE NM 
с b y b x+y b+c 
> = С sx=2"€ 
a b+c b+c 


2 2 2 2 
с а.-с а + с – р 
+ 022. )  £2—9. 


2 _ 2 2 5.14 
55 = X“ + cC“ — 2xc : cos B = 
а "n 2ac 


2b2c2 + bc? + bºe = abe _ bc[(b + c)? — a2] _ 
(b + c)2 (b + су? 


be(b + c+a)(b + с – a) bc(2p(2p- 2а) . 


(b + с)? (b + с)? 


então: 
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192. Raio da circunferência inscrita 


Ligando cada vértice do triângulo ABC com o centro | da circunferência, dividimos 
АВС em três triângulos ABI, ACI e BCI; então: 


Завс = Sasi + Saci + Эвс = 


assim 


portanto: 


(p — a) (p - b) (p - с) 


= p 


193. Raio da circunferência circunscrita 
Vimos anteriormente que: 


abc _ 


5 = 
4R 


então: 


R= 


4 Np(p — a) (p — b) (p - с) 
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de triângulos 


I. Triângulos retângulos 


194. Resolver umtriângulo retângulo significa calcular seus elementos principais, isto é, 
seus ângulos agudos (B eC)e seus lados (a, bec). Para obter esses elementos é neces- 
sário que sejam dadas duas informações sobre otriângulo, sendo uma delas, pelo menos, 
a medida de um segmento ligado ao triângulo (lado, mediana, mediatriz etc.). 

Há cinco problemas clássicos de resolução de triângulos retângulos, que aborda- 
remos com especial destaque. 


195. 1º problema 


Resolver um triângulo retângulo, sendo 


C 
dados: a hipotenusa (a) e um dos ángulos agu- 
dos (B). 
a 
Solucáo b 
c = a: cos B 
b=a-senB A E В 


С = 90° – В 
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196. 2º problema 


Resolver um triângulo retângulo, sendo 
dados: a hipotenusa (a) e um dos catetos (b). 


sen В = 2 — B = arc sen — 
А р a 

cos C — = С = arc cos — 
197. 3º problema 


Resolver um triângulo retângulo, sendo 
dados: um cateto (b) e o ângulo adjacente a 
ele (С). 


RESOLUÇÃO DE TRIÂNGULOS 


C 
a 
b 
A c B 
C 
a 
b 
A c B 


Resolver um triángulo retángulo, sendo dados: um cateto (b) e o ángulo oposto a 


Solucao 
c=b-tg С 
b 
а = = 
соѕ С 
В = 90° – Ô 
198. 4º problema 
ele (B). 
Solução 
b 
c = — 
tg B 
b 
а- = 
ѕеп В 
С = 90° – B 
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С 


> 
Mn 
w 
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199. 5º problema 


Resolver um triângulo retângulo, sendo dados: os dois catetos (b e c). 


Solução C 
a? = b? + с2 a = vb? + c? 
gist B t j i 
= — > В = arctg — 
8 с ай” 
A C А В 
tg C = — > C = arc tg — A 
g b am с 


489. 


490. 


491. 


Resolva um triângulo retângulo ABC, conhecendo a medida da bissetriz interna 
Sp = 5e o ángulo C = 30º. 


Solução 


É imediato que В = 60º e 5 = 26°. 


No triângulo retângulo ABS, temos: 


Resolva um triângulo retângulo ABC, sendo dados b = Зеа-с- V3. 


Resolva um triângulo retângulo ABC retângulo em A, sabendo que a + b = 18e 
a+c=25. 
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492. Resolva um triângulo isósceles ABC, sabendo que a altura relativa à base BC mede 
h = 24 e o perímetro é 2р = 64. 


493. Resolva o triângulo retângulo em que um cateto vale 1 e o outro vale tg q. 


II. Triângulos quaisquer 


200. Resolver um triângulo qualquer significa calcular seus elementos principais: 
a, b, c, À, B е С. Para isso é necessário que sejam dadas três informações sobre o 
triângulo, sendo uma delas, pelo menos, a medida de um segmento ligado ao triângulo 


(lado, altura, mediana etc.). 
Há quatro problemas clássicos de resolução de triângulos que trataremos com 


destaque. 


201. 1º problema 


Resolver um triângulo, conhecendo um С» 
lado (а) е os dois ângulos adjacentes а ele 4 
(В е С). 

Solução 


А = 180? - (B + C) 


b= а · sen В 
ѕеп А 
а - sen С 
с = = 
sen A 
202. 2º problema 


Resolver um triângulo, conhecendo dois lados (b e c) e o ângulo que eles for- 


mam (A). 
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Solução 
а = Nb? + c? — 2bc - cos А 
a а2-- с2- р2 


b? = a? + c? — 2ac : cos В > cos В = 


2ac 
79 2 2 + b2 — n2 
с2 = a? + b? — 2ab · cos Ĉ > costó =£ TOTO 
2ab 
203. 3? problema 
Resolver um triângulo, conhecendo os 
três lados (а, b e с). b a 
Solução 
Da lei dos cossenos, vem: Ё 
a 2 2 = 22 
¿os Aes b“ + c a 
2bc 
х 2 4.42: — he 
cos B = E : p 
2ac 
ж 21 2 — с2 
соѕ С = а + – c^ 


2ар 


Notemos que о problema só tem solução se estes cossenos ficarem no intervalo 
І- 1, +1[, isto é, se: 
a<b+c, р<а+с е c<a+b 


204. 4º problema 


Resolver um triângulo, conhecendo dois 
lados (a e b) e o ângulo oposto a um deles (A). 


Solução 22 
sen B = b - sen А 
а 
С = 180° – (А + В) 


a: sen С 
ѕепА 
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Discussão 


1? caso: b- sen Â > a 
Então P sen A = ѕепВ > 1 > $ solução 
2º caso: b · ѕепА = a 


р. senÂ _ 


Então senB=1 = В = 90° 


portanto, existe solução somente se À < 90º; caso contrário À + B > 180º. 


3º caso: b: senÃ<a 


Então Dr sen À = sen B < 1 e existem dois ângulos В, е Bo, suplemen- 


b: sen À 


tares, que satisfazem a relação sen В- . Admitamos 0% < В, = 90º e 


90º = В, < 180º. Os ángulos В, ou В, servem como solução dependendo de А. 

Há três possibilidades: 

1º) А = 90º 

Neste caso só В, é solução, pois А + В, > 180º. 

22) À < 90º 

Neste caso В, é uma solução, porém В, só é solução se a < b, uma vez que: 

В->А->р>а 

3%) А > 90º 

Neste caso В, пао é solução, pois А + В, > 180º; quanto а Ba, 56 é solucáo se 
a > b, uma vez que: 


В, <А = р<а 


EXERCÍCIOS 


494. Resolva umtriângulo ABC, sabendo que a, be c são números inteiros consecutivos 
е С = 2А. 
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495. 


496. 


497. 


498. 


499. 


500. 


501. 


502. 


503. 


504. 


505. 


506. 


Resolva um triângulo retângulo ABC, sabendo que a = бег = 1. 


Resolva o triângulo A'B'C' cujos vértices são os pés das alturas do triângulo ABC 
dado. 


Resolva o triângulo A'B'C' cujos vértices são os pontos de tangência da circunferên- 
cia inscrita com os lados do triângulo ABC dado. 


3/91 
50 


Resolva um triângulo ABC, sabendo que a = 3, b + c = 10e À = arc sen 


Resolva um triângulo ABC, sabendo que b + c = m, ha = n, em que т, ne À sáo 
medidas conhecidas. 


Resolva um triángulo ABC, conhecendo Abea+c=k. 
Resolva um triángulo ABC, admitindo conhecidos B, Ces. 
Resolva um triángulo ABC, admitindo conhecidos B,Ce ha: 


No retângulo ABCD da figura, AB = 5, BC = Зе CM = MN = NB. Determine tg MAN. 


D С 
M 

— 
lc |. 


Um observador O, na mediatriz de um segmento AB e a uma distância d de AB, vê 
esse segmento sob um ângulo о. O observador afasta-se do segmento ao longo 
da mediatriz até uma nova posição O", de onde ele vê o segmento sob o ángulo 


SE Expresse a distância x = ОО! em termos de a e d. 


Dois carros Ae B, viajando em estradas retas que se cortam segundo um ângulo 6, 
deslocam-se em direção ao cruzamento. Quando o carro Aestá a 7 kmeoBestáa 
10 km do cruzamento, a distância entre eles é de 13 km. Sendo tg 0 = o, deter- 
mine |\/З al. 


Um recipiente cúbico de aresta 4 está apoiado em um plano horizontal e contém 
água até uma altura h. Inclina-se o cubo, girando de um ângulo а em torno de uma 
aresta da base, até que o líquido comece a derramar. Determine a tangente do 
ângulo a nos seguintes casos: 


a)h-3 b h=2 c) h= 1 
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Capítulo II 
3 4 
1. а) 5 е) 5 
4 3 
b) 5 f) 5 
3 4 
0) 7 8-3 
d) 4. п) 3. 
3 4 
2. а) 2/5 е) У5 
Б 5 
b) V5 y 215 
5 5 
1 
с) 2 pen 
) | g) 5 
а) > һ) 2 
3.4 
3. seno: > e > 
ЕЛЖАН 
cosseno: — e -2 
tangente: УЗ е Es 


cotangente: 8 е ҮЗ 


4. р= 40 e c = 30 


ш 


.b-245 е с= 4/3 
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10. 


Respostas 
dos exercícios 


.b=2/5 e c=4 
4 ^ 3 ^ 4 
a) cos B = =; tg B = gp cg B = = 
~ 45 - 245 ~ Ү5 
b) cos Ë = 3S, ав 215, corga — E 


с) cosB=0,82;tgB=0,69;cotgB=1,43 
d) cosB=0,31;tg8B=3,06;cotgB=0,32 


.a) sen B = 58-48; cotg B = 32 
А 21 - 21 a 2121 
b) T OET REOT 2021 


с) senB =0,28;tgB =0,29;cotgB =3,42 
d) senB—0,98;tgB —5,76;cotgB —0,17 


a) senC = 0,94;tgC — 2,76;cotgC = 0,36 
~ 3.a 3 PO 
b) sen С =: tg C =p cotg C = > 
2045 2 5 28 
с) senë = S ge = E, с otg C = 2 


d) NOS A 
a) cosC=0,82;tgC —0,69;cotgC = 1,43 


20411 4 5411 x v11 
b) совС----ДвС--14-:Сс06С--с- 

A 4 д 3 А 4 
с) соѕ С ==; tg C = 2; cotg C == 


d) cosC = 0,71;tg€ —0,98;cotgC — 1,01 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


11. a) 0,86603 e) 0,70711 
b) 0,70711 ғ) 0,57735 44. 
с) 1,73205 8) 0,96593 
d) 0,25882 h) 0,01745 
12. a) À = 31° e) Ë = 55° 
b) B = 40° f Ë = 10° 
c) Ĉ = 77° g) 6 = 1° 
d) D = 60° h) À = 85° 
14. a) 0,34610 d) 0,76826 45. а i 
b) 0,96358 e) 0,33462 57 
с) 0,22476 f) 6,04605 g 
15. a = 4,88311ст e Ы = 2,80084 cm z - 
16.а- 1813.6 _ 83.28 5т 
3 3 4 


17. a = 16;b -4N2(N3 — 1); с = 4V2(V3 + 1) 


x 1 т 
ве 1. 
19. 25,49 т u 


21. h = d(tg B — tg a) 
22.8 = n [EE + 1] I 
a 


23. h = 1220,14 т 


24. 66,6 km e 66,97 km u 
25. 44,72 m 157 
26. 1,18 т 
Capítulo III 

117 5r 
35.a => rad; b = —- rad 


36. a = 4°; b = 7°; c = 2° 


39. = rad ou 120° 


40. £ = 31,5 cm 


42.a) 160° с) 15º 
b) 152°30' с) 142930" 
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5r 1 
50. sen 75 
sen Eee 
“Заваан Чин 
2т УЗ 
51. sen = 
_ сел ЭЛ УЗ 
sen 3 = sen 3 = 2 
52 а) 23-572 c) 3 +42 
b) 4-2 d) 230 — 63N3 
4 210 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


т 5r 
56. a) cos = > 0 e) сов-4- > 0 
4т Тт 
b) cos 75- < 0 f) cos q < 0 
т 16т 
с) cos 75 > 0 g) cos7g- > 0 
4т 2т 
d) cos =- < 0 h) cos = < 0 
57. cos [T = 2. сов ST 72 
+ cos -7 = 55008 -7 2 
бат Тт КЕ 
58. cos —- = С05-с- = - -2- 
111 _ УЗ 
6 2 
4m 1 
59. cos 3 = с05-4-- -> 
Em. m 
cos 3 2 
-1--У2 2/2 - 1 
60. а) —5— с --2 | 
B 4N3 + V2 21 + 3013 
)— 70 
61. 


63. 


65. 


66. 


67. 
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cos150º<cos240º<cos60º <cos330º 


ауу, > 0 b)y2 <0 c)ys = 0 d)ya < O 


a) g5 > 0 ауа ЕТ <o 
b) tg AT < 0 e) a o 
o) tg 0 f) шт co 
ig = ала = 4 

5r 11т ҮЗ 
Eq EG s 

Тт УЗ 
Bg Ta 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


68. tg 47. = ig 27 = —ҮЗ; ig Z = ҮЗ 


-18 + 
69. а) 1 + ҮЗ с) 25, үз 
p 43-3 NE 
) —6 35 
70. 


tg 120? < tg 330º < tg 210º < tg 60º 


71. a) y, > 0 b) у < 0 


73. a) cotg = >0 d) cotg Ын «0 


р) cotg 27 <0 е) cots 27 > 0 
с) cotg LT >0 f) cog 27 < 0 


74. соат = —1; cotg ŽE =1 


75. cotg = = cotg ЫН --3 
cotg D = УЗ 
76. cotg ==”. - cotg 2" - X 
4т УЗ 
SE a 
3 + 443 БҮЗ + V2 
77.) = o) aa 
-N3 4242 — 111N3 + 70 
LET d) 105 
250 


78. 


79. 


cotg 330? < cotg 120? < cotg 60º < cotg 210º 


a) y. > 0 b) y2 < 0 
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84. a) у, < 0 


85. 


86. 


3 


| 


р) yx > 0 


т 5m 
a) cossec > О е) cossec — < 0 


3 3 

b) cossec = >0 f) cossec = <0 
5 11 

с) cossec Лр <0 8) cossec zn <0 
5 7 

d) cossec E >0 h) cossec E <0 

Тт 11т 
cossec — = cossec — = —2 


6 6 


5m 
cossec 57 2 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


87 Ат _ 5т | 213 

. Со55ес 3 = cossec 3 = 3 
шиг аы 

88. 


cossec 225% < cossec 300º < 
< cossec 60? < cossec 150? 


89.а)уу»0 Ы)у<0 с)уӊ<0 


90. 1,25 (N2 — 4) 


Capítulo V 
24 7 24 
92. sen x = — 5g; COS X = —5g;lÉX = —7- 
cotgx =; secx 22 
EXT Zm PSEA 
+2үт 
94. cos х = TT 
+ 2 + 2 
95. seo x = 19-15) 
97. у = 6 
457 
99. y = —2— 
_ 1. MESE 
101.cos x = 75 senx = 2 
251 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


102.tg x = > ou tg x = —2 Capítulo VII 

116.a) cos 178° = —cos 2° 
104.m =3 ou m=-1 Тт т 
b) cotg a cotg 6 
105.а-1 


с) sen £m —sen — 
108.a? — 2b = 1 : 5 
а) sen эт = —sen — 
TTE a(3 — а?) A : 
5 баих хавь e) sen 251º = —sen 71º 
f) sen 124º = sen 56º 
) cos Эт —соз — 
8 3 3 
Capítulo VI h) cos E = —cos — 
i) tg 290° = —tg 70° 
. Мт — т 
j) cossec -5 = cossec < 


к) =" = -tef 


бат т 
ҮЛ === 
117.а) sen 261º = —cos 9º 
4т т 
EX EU M. 
C) sen Эт = ѕеп = 
2-3 
d) sen = = —cos 5 
аш саш е) соѕ 341° = соѕ 19° 
f) cos —- = —sen 
424 3 6 
х2 2 -1-42 тт т 
8) со5 p = cos = 
ҮЗ ҮЗ 4т т 
2 3 һ) cos 37 = -seng 
= + i) tg 151º = —tg 29º 
EXE v6 Raio = — : 
) tg—- = —cotg = 
42 42 1 11т _ T 
43 1 2т . egg 
> 2 ) tg 3 сов 6 
3 
115.ANB=(-1,0,1) казы 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


3 
119.a) d) -У3 f) —2 428. 
н2 quê M 
2 3 3 
o 33 
2 
senx—1 
120.8) 4 cos х b) Sem? X + COS x 
121.-1 
122.—tg x 
127.а) sen 830? > sen 1195? 
(porque sen 830? = sen 70º e 
1 sen 1195? = sen 65º) 
Capítulo VIII b) cos 190º > cos (535°) 
(porque cos 190º = —cos 10º e 
124. cos (—535?) = —cos 5º) 


8 
© 130. Im(f) = [—2, 2], p(f) = 27 
11т 


NE] 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


136. Im(f) = [—1, 1], p(f) = бт 1441. Im(f) = [1,3], р = 27 


137.Im(f) = [-3, 3], p(f) = 5 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


147.Im(f) = [—1, 3], p(f) = 47 155. Im(f) = [-3, 3], рф = 27 


149.p = 1 


150. Im(f) = [—1, 3], р = т 


y 
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RESPOSTAS DOS ЕХЕВСЇ 


159. Im(f) = [0, 2], p(f) = 27 


160. Im(f) = [—1, 3], p(f) = — 


y 


162. Im(f) = [—2, 2], рр = 27 


есе 


163. Im(f) = [—3, 1], p(f) = 


164. < — ou t>3 


166.у 


T 
168.p = 5 
169. S42 = 0 
k 
171.3) 000 = ker р Sez 
: 5r Кт 
ып = [xe “хе т. ez) 


172.0 <1louo 2 4 


k 
174.000 = herit S +k e z] 
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17.00 = keRIx* $ + km, ke Z] 


og = keRIx« d e Ex ez] 
00) = [ce RIx = -F + km k EZ] 
p(f) = т, p(g) = т, p(h) = 27 
176.a) m < 2 
b) m «i ои т 22 1 
с) о<т<2 ou 5<т«2 
177.cotg x 
178.cotg? x 
179.1 + sen 0 
180.cos^ x 


181.2 cossec x 


182.0 + 2 


(n - 1)? 


183.54 


186.5 é par para todo n 


Capítulo IX 


188.а) cotg 165º = —(2 + V3) 
b) sec 255º = —(V6 + V2) 
с) cossec 15º = V6 + V2 


1 
189.5 
42 
190. 
193.sen (x + y) = — ze 
13 
cos (x + y) = 85 
84 
tg x + у) = —-уз- 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


195.D(f) = R; p(f) = >: Im(f) = [—1, 1] 
D(g) = R; р(в) = 2т; Im(g) = [—2, 2] 
o = [ce Rx + T+ km] 


p(h) = т; Im(h) = R 
т 

196.f(x) = sen 6x; p = 3 

197.16 15° = 2 — V3 


199.sen 2x = 2. 


201.а) sen (5 + 23 Эн. 


2 79 
b) cos (Z + a| = 10 - 2/2 
) ус 6 
44 
203.sen 3x = — 125 
2035 

204.cos 3x = 72197 
205.tg 3x = — ar 

КЕ 
206.- —5- 
208.a) p(f) = т; D(f) = R; Im(f) = [—1, 1] 


b) p() = 5: D(g) = R; Im(g) = (0,21 


2" 
209.а) p(f) = т 
T 
b) p8) = = 
т 
c) рі) = = 
31 
210.sen 2a + cos 2a = 25 
211.sen 2a = 45. cos 2b = Nd 
9 9 
212.а = 1; b = —2 
215.А- 18 
а) [2n+1 v4n?+6n+2 
COR (2) ^*2n432 ^ 21-2 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


х үз ҮЗ. (2 287.—sec? x 
288.1 


x  [10- 72 
219.sen a 20 289. 


x _ |10- 742 _ _ 
83 Vior rra 92-7 


) 


222.f(x) = [tg xl; Im(f) = R, 


00 = fk ER Ix + T+ kal; pih =" 


Capítulo XI 


TF 
223.D(f) = R; р = E 
2 292.а) x = I + 2кт ou x = T. + 2кт 


Im(f) = [o, V2] 7 7 
4r т 
= — + =——+ 
224.tg a = 2 b) x = E + 2km oux = -F + 2Кт 
E. EE M 
ҮЗ c) x = 2 Окт ou x 2 2km 
225.sen a = E : 
d) x= + 2kmoux == + 2km ou 
235.D(f) = R; p(f) = т 
Im(f) = |-У2, +42] x=-T + жт 
236.p(f) = т E O 


237.|sen x — sen y| « lx — yl ° 6 


б mu = LP 
_ 2 6 6 
246.5 => 
g) x = +7 + 2km ou x = SE + 2кт ou 
247.18 4 4 
х= Э + 2k 
248.[- 2, 2] 202 т 
h) x = + 2km ou x = E + 2Кт ou 
Capítulo X Бт 
х= 2-3 + 2Кт 
282.K = —2 
A = T а; ре 
285.a) sen x 6 6 
b) —cotg? x j) x = kw ou x = E + 2kr 
c) —tg x 2 
а) cotg x 5 
293.х = +1 + km 
286.с052 х 3 
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Кт 
295.3) x = km ou x = E + “E 
)x T OU X 8 4 
2кт 
b) x = 2km ou x = T + ET. 
) x т OU X 5 5 
296.х = T + 2кт ou x = SE + 2km 
297.x =Z +T y = 14% 
а 772 2 
300.3) x = +27 + 2кт 
3m 
= +— 
b)x=+ + 2km 
т 
= +— + 
с) k= + + 2km 
TF 
= +— + 
d) x = +— + 2km 
TF TF 
=+— + = 
e) x t3 2Кт ou x z + km 
TF 
= +-— + 
| x= km 
g) x = 2Кт 
h) x=2km ou x=+  2km 
j Xd a 280 
T 2т 
=+ + = +2 
) х із 2kr ou x ta + 2Кт 
302.3) x km ou x = SE 
mo, Кт = т Кт 
0) х= 15+ 5 ou x = 18 ^3 
303.a) x = y = 1 + kr 
4 
зу NA 
р) x= y 4 Кт 
304.x = (2k + 1) 5 
305.x = 2кт 
306.0,1 <t = 10 
309.а) x = = + km 
b) x = 3E + кт 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


с) х= + Кт 
d)x=>5 + Кт 
e) x = ЭТ + кт 
f) х= кт 
g) não existe х 
h)x-- + Кт 
16 4 
i) x 2T + кт 
4 
j х= a Кт ou x= T y fem 
6 2 3 3 
310.2) x = — + Кт 
b) x= 1 + km ou x= SE + km 
6) 438 ke 
d) x = ST + km ou x = km 
311.x = +— + Кт 
312.p => +k kez 
313.sen! a — cos? a = — 1 
.ѕеп? а соѕ а = 4 
314. = Sena * 1 ¿y x = sena ^1 


cos a 


316.0) x = SE + 2кт ou x cpu dk 


b) x = HT + 2km ou x= 37 + 2km 


318.а) х= КТ ou x= + kI 
2 8 2 


b) x = Кт ou x= tka 


319.x= — + Кт ou х = Кт 


321.а) Vm ER 
b -V2 <m < +2 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


323.a) x = ш ou х= — 2а 
+ п m-n m-n 
)x- т 2Кт бй 
a-b a-b 
LoT 2Кт 
a+b a+b 
ot 2km 37 
ja T + 2km 
kar 
325.a) x = Кт ou x= 
b) хє 7-2 4 kz ou x=T _ a+ 2km 
4 2 3 
байхг ng dia 
3 
c) x= Kt qux == E + Ka 
4 8 2 
326.х = 7. + кт ou х= + kr 
4 4 


327.x=T + 2km ou х= 3T +2km оих=Кт 


ou x = 37 + 2km 


328.x = 7. + 2кт ou x = ЭЧ + 2km 


Capítulo XII 


335.5 = [x € R | 2k < x < т + 2Кт| 


336.5 = fx ERI $E + 2кп < x= SZ + 2кт| 


337.5 = [x ER | 2km < x < Ẹ 2k ou 


Зп Тт 
E < x < — 
4 + 2кт < x < 6 + 2Кт ou 


DU + 2km < x <2m+2km) 


339.5 = [XE RIO + 2km < x< + 2km ou 


6 


Эт + 2ka < x < + 2Кт ou 
E + 2km < x < 2т 2n) 


340.5 = [k € R |F + 2кт < x < SE + 2а 


Бат Тт 
ou 4 + 2km < x < 2 *2«| 


344.5 = [xe RIO + 2кт < x < ŽE 2а 


dum diets < 2m + 247] 


329.b) x = — + 2km e y = 2km 3 
т Тт 
.S= —+ <x<— + 
330.x = т + 2Кт ou x = ЭТ +2%m 345.5 = xe Rr + 2e x, 2] 
Ж m Эт 
ан a ред 346.5 = x € R| Ẹ + 2km < x < — + 2km 
6 6 Tr 5r 
— + xx. 
х= +k oux= Z +k Qua + лагийг: 2] 
b) x= + кт ou х= 37 + кт ou 347.8 = x€ RIZ + 2кт < x < DE + 2кт 
x= ЭТ L kr ou x= T. ga ou TE + 2кт < x < TET + 2ka 
8 8 6 6 
c) х= + km ou х= ŽE + кт 348.5- 0 
d) x= Z + kr ou x=2T + ka 350.5 = [k E R| F + 2кт < x < ŽE + 2km 
3 3 6 6 
_ T = Тт 11т 
еух= кт ou x = 2Кт ou + 2Кт < х < = + 2Кт 
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x ER| 7 + тех < “E + 2кт 


351.S = 3 


ou x = 2Кт 


353.5-!хе #1 4 2кт < x < 2 + 247] 
355.5 = хєй| # + 2кт cx Ç 2n 


357.5 = xeRIT +i < x< + kal 


358.S = xeRIZ + km < x= + km) 


359.5 = |xER|O+2km x + 2km ou 


2т Тт 
EN 2Кт < x < — + 2km ou 
dE + 2km < x < 2т 2k] 


360.5 = (xER|F+kn=<x< Tren ou 


т 27 
es < y utc. 
y f KT x < 3 + ka] 


361.2кт < x < а + кт ou 


т + 2кт < x < ST + 2кт 


Capítulo XIII 


363.агс sen 0 = 0 


arc sen 1 = = 
2 
E Е 
arc sen (—1) = 2 
3| 3/7 
365.tg (aro sen 3) =. 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


Ү5(-6 + V3) 


367.а) тоз 


370.arc cos 1 = 0 


arc cos 2 = Т. 
2 3 
si Ds 
2 4 

MUS 


arc cos O = 
2 


arc cos (-1) = тг 


372.sen [are cos (- 5) == 
2 
373.cotg [are cos 7) === 


374.arc cos x = а — А 


р) gráfico 


378. пепһит, pois —1 < cos а < 1, Va ER 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


380.arc t£ O = 0 
arc tg ҮЗ = = 


ава гэг 
arc tg (-33) - = 


382.cos [are tg (-3) == 


384.a) y2 2 


2 

4 11753 
b) = 
388.S = (0) 


Ни! 
389.x = 3 


390.25 — cos (a + B) = 7 


Apéndice A 

393.5 = E 7 ыт E 

395.S — 10, a E. т 

397.5 = (0, = z 

398.s = 10, I Эт, т, =, uS 2m) 
400.5 = P == 

401.5 = |7, >= 

402.x = € -2kmy- c 2кт 
403.а) S = |> T T. =l 


27 4т 
b) S = lo. = 2m) 


eoe 


404.3) S = (0.5. до 2m) 


js ан 

12712" 12” 12” 18” 18” 
1771 237 297 357 
E 


405.5 = 2 
406.uma 

т 2т Тт бт 
407.83) S = Е. 37% X 


р) 5 = (0, т, 2т) 

| [m 57 Зт 13т 17т 217 
e) эт (5 12' 4^ 12' 12" | 
d) S = (0, т, 27) 
е) 5 = @ 


f] S= 


т 5т 
408.а) 5 = Е. mu 
т Зп 3m Тт 
pee E EE Tj 
т bm 
os 
a s= |== 0, т, 2m) 
е) 5 = @ 
т bm 
f) s = (0, т. 2m, Z, 
1 3 5 7 
409.p =- oup=% ou p= U psy 
410. nenhum 


411.S = = 2ш 2m) 


412.5 = lo. L т 
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SDS EG SD Тыл 


6'3'3'6'6'3'3'6 
b) S= т Зт 5т Tn Эт 117 137 157 
7(8.87878 7887878 
т Зп bm 7m 
оз ша 


| 
| 


т 2т Ат 5т 
Me 5 ЕМЕСЕ $j 
т 
es -| E, 2m) 
414. quatro 
=. Т 
415.5 = |57, 5 
3 7 
416.5 - 7 i 
T 5m 
417.S = 0, үл т, Eu 2m) 
2т 4т 
418.a) S = E т, = 
b) S = [0,27] 
T 5т 
c) 5 Е. ті 
т bm 
е 5 = 
419.4т 
420.uma 
T т 
421.b) S = (5 0) ou 5- (6 2m)) 
T 2-42 m 
422.8 — (aro sen — 2 
т bm Тт 11т 
егете *j 
424.soma - т 
т 3 
425.5 = |2. zu 
426.7 
_ т 11т 13т 23m 
428.5- [xc RES exe от 20) 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


429.5 = [xER|O<x<T ou 
т 2т Бат Тт 
аа ОНЕ suec OU 
АЛ <х< SE ou TEE cx <2m] 
431.5 {хєй|® <х<т) 
432.5 - kenlosx ea ou SE cx<a) 
= ! moe <57 
433.5 x€R|< x Ч 
А т Dar 
.S = — < х < 
435.5 хЄК|-5 x< ои 
13т 177 
12 ^ o) 
436.5 = хєв| < x< ou 


ӛт 13тг 147 
9 =< x < 9 u 9 -<х<2т 
<a 
ou Ох z] 
" E 5т = 
аз7.5 = enl ee 3 ехе ou 
13т . = lim d 
12 12 4 
азв.р = ke RIZ  <х<- ou 
5m Тт Зт 11т 
6 5Х%-2-005- «хє 2z] 
439.0 = enl «х | 
3 3 
440.9)  ЄВ| са | 
6 6 
2т 5m 
— < =< — 
9 [a ER 3 «A 
441.5-|хє R| < x<. ou ST < <l 


442.5-|хєв|0«х«2| 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


444.8 ={хєн|о<х<® ои т«х<3Ш ou 


dE equum asa m 
3 X 4 %3 X ze 


=х<т ou E «x <2m) 


да5.5-|хен|о<х т OU тех <= ou 


Зт 13т т 5r 
2 <x< 8 ou 2 <x< x 
446.5 = [xER|O<x<T ou 
5r Тт т 
6 < x 6 ou 3 X 3 ou 
Ат 5r 117 
o = Xx 
3 X 3 o 6 x= 2m 
447.5- [xe R| T < x <S] 
4 4 
ss = xe R| Æ < x < E 
12 12 
449.s = [xe R|o<x<— ош SE <x<2m] 
450.5 - [xe RIS «xem ou SE <x< 2m] 
451.5 =!хєЄ | < x= ЭТ ou 
6 6 
їч ах EE) 
6 6 


т 5r 
Е = aL шош 
453.а) 5 (кені <x zl 


т 5r 
16 = е. ёзу. шень 
454.5 kerig X б ОЧ 
Тл 117 
E g s 
g A іт) 


455.5 = {хєй|® <х<т| 
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456.5 = xER|Z=x<T ou 


T T 
. < — 
457.- <Q > 


458.S=(xER|O<x<m) 


459.8-|хєв(0«х-2 ou z< x< 


2 


Apêndice В 
461.с = 410 


462.4Y7 m е 4419 m 
463.A = 45°; В = 60° e C = 75° 


466.c — _ 


468.a) retângulo 
b) obtusângulo 
c) acutângulo 


469. 1538 q ioo 


472.В = 120º; € = 45º 
473.XY = 2543 m 
474.a = h, (tg a + tg B) 
475.5 = 743 m? 
476.5 = БОУЗ m? 


477.R = 2441 — 2043 т 


478.(c = 5 т; S = 1013 m?) 

ou (c = 3m; S = 6/3 m?) 
479.А = 30% B = 30º; € = 120º 
МЕЗЕ: ИВ 
2141-2043 


480.arc sen 


37 


2 


| 
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b = 57 
482.В - агс соз 90 


483.(В = 45°; С= 120°)ои(В = 135°; = 30°) 
484.В = 30°; А = 90° 

485.А = 30°; В = 90°; С = 60° 

486.c = ЗҮЗ т 

487.10 В tg C = 3 

488.6 m2 


Apêndice С 
490.B = 60°; С = 30°; а = 2/3; с = ҮЗ 
491.a = 13; b = 5; c = 12; 

2 52 12 


В = arc sen —; С = arc sen == 
13 13 


492.а = 14; b = c = 25; 


À = 2 arc sen L; B = б = arc cos E 
25 25 


493.a = |вес el; tg B = сов o; tg С = tg o 


494.a = 4;b = 5; с 6: À aro cos 2; 
B = 180? — ЗА; С = 2А 
= 3 
495.0 = 3; c = 4; B = arc sen c; 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


496.a' = Б · sen 24; b' = Б. sen 2B; 
c'—R:sen2C ` 1 
А = 180º — 2A, B' = 180º — 28, 
С = 180º — 2С 

_А+б. _В+А 


а“ 2 > 


.. = x A. *z- zi š B. 
a'=2(p-a) шиг =2(p—b) sen; 
ТИИ sen е 
с = 2(p — с) · sen 2 


1 ЕТЕЙ 


=: arc sen == 
2 50 


498.b-c-5;B-6-7 


501.а = R : sen (B + 0); b = В: sen B; 
c=R-senCeA= 180? - (В + C), emque 


Red. 
2 · sen (B + C): sen B : sen C 


502.а = ha 4 Вар = fu o= ofa, 
ЕВ  tgC sen Ĉ sen B 
A = 180° — (B + С) 
5 
503.57 
504.00' = —9 
cos | 
2 
505.12 


506.3) tg a = E 


р) tga = 1 
с) tga = 2 
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Questões de 
vestibulares 


Arcos e ângulos 


3 


1. (UE-CE) Para realizar os cálculos de um determinado experimento, um estudante necessita 
descrever a posição dos ponteiros de um relógio. Sabendo-se que o experimento se iniciará 
às trés horas da tarde, é correto afirmar que a equação que descreve a medida (em graus) 
do ângulo que o ponteiro das horas forma com o semieixo vertical positivo (que aponta na 
direção do número 12 do relógio) em função do tempo decorrido (em minutos), contado a 


| 


partir de três horas da tarde, é: 
a) 0(t) = 3 + 30t 
b) e(t) = 90 + =t 


=34 1 
o) (Y =3 +51 
d) (9-90-30 
e) 00) = 30 + it 


CONCEITOGRAF 


. (PUC-RS) Em Londres, Tales andou na London Eye, para contemplar a cidade. Esta roda- 


gigante de 135 metros de diâmetro está localizada à beira do rio Tâmisa. Suas 32 cabines 
envidracadas foram fixadas à borda da roda com espaçamentos iguais entre si. Então, а 
medida do arco formado por cinco cabines consecutivas é igual, em metros, a: 


135 675 
— 


b) 675 Е d) 135 ы 
32 8 
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135 
т 


е) — 
) 732 


2657 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


3. (UE-CE) O Big Ben, relógio famoso por sua precisão, tem 7 metros de diâmetro. Em funcio- 
namento normal, o ponteiro das horas e o dos minutos, ao se deslocarem de 1 hora para 10 
horas, percorrem, respectivamente, 


a) um arco com comprimento aproximado de 16,5 metros e medida 187%, radianos. 
р) um arco com comprimento aproximado de 22 metros e medida 27% radianos. 

с) um arco com comprimento aproximado de 16,5 metros e medida — 18% radianos. 
d) um arco com comprimento aproximado de 6,28 metros e medida 2% radianos. 

е) um arco com comprimento aproximado de 6,28 metros e medida — 2% radianos. 
Considere т = 3,1416 


4. (ITA-SP) Entre duas superposições consecutivas dos ponteiros das horas e dos minutos de 
um relógio, o ponteiro dos minutos varre um ângulo cuja medida, em radianos, é igual a: 


a) 234 с) 2®х в) La 
11 11 3 
13 25 
29 d) 42 

b) aT 415 


5. (FGV-SP) Duas pessoas combinaram de se encontrar entre 13 he 14 h, no exato instante em 
que a posição do ponteiro dos minutos do relógio coincidisse com a posição do ponteiro das 
horas. Dessa forma, o encontro foi marcado para as 13 horas e 


: Б 8 
a) 5 minutos c) 511 minutos e) 511 minutos 
4. 6 . 
b) 841 minutos d) 511 minutos 
6. (Enem-MEC) O medidor de energia elétrica de uma residência, conhecido por “relógio de 


luz”, é constituído de quatro pequenos relógios, cujos sentidos de rotação estão indicados 
conforme a figura: 


MILHAR CENTENA DEZENA UNIDADE 
0 9 9 0 


CONCEITOGRAF 


Disponível em: http://www.enersul.com.br. Acesso ет: 26 abr. 2010. 


А medida é expressa em kWh. O número obtido na leitura é composto por 4 algarismos. Cada 
posição do número é formado pelo último algarismo ultrapassado pelo ponteiro. 
O número obtido pela leitura em kWh, na imagem, é: 


а) 2614 c) 2715 e) 4162 
b) 3624 d) 3725 
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7. 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


(UF-PE) Um relógio está com seus ponteiros na disposição = 
da figura. Se o ponteiro dos minutos está ajustado, podemos Ж 1 2 7 ` 
afirmar: “ N У " 
(0-0) Seu ponteiro das horas está atrasado em relação aos Fs 27 E 
* " 4 о 
minutos marcados pelo ponteiro maior. 9 En 
о 
(1-1) O ângulo entre os ponteiros deve medir 80º, quando о 5 
ponteiro menor estiver ajustado. w 
(2-2) O angulo que o ponteiro das horas, agora, está forman- R4 


do com sua posição às 12 horas, mede ^ radianos. 
(8-3) Às 12 horas, o ponteiro dos minutos formava menos de 130 grados com sua atual 
posição. 
(4-4) Daqui a dez minutos, o ponteiro maior estará fazendo um ângulo de 60º com sua posi- 
ção atual. 


Relações fundamentais 


10. 


11. 


3 


8. 


| 


(FGV-SP) Sabendo que о valor da secante de x é dado por sec x = — em que x pertence ao 


intervalo Ез 21| podemos afirmar que os valores de cos x, sen хе tg x são respectiva- 


mente: 
4 3 3 -3 -4 4 4 -3 3 
959594 ээг "PE A 
-3 4-4 4 -3 -3 
Шы са 95 ta 
. (UE-CE) Se x é um arco localizado no segundo quadrante e cos x = -$ então o valor de 
COS x + sen x + tg x + cotg x + sec x + cossec x é: 
a) -2,3 b) -3,4 с) —4,5 d) —5,6 
(СЕРІ) Seja a um número real satisfazendo O < a < e — = V2. É correto afirmar que: 
_1- N2 
a) cos a + sen a = 32 
b) seca = 3 
c) cossec a é um número racional 
d) sena = 1 
e) sena · cosa = 1 
(PUC-RS) Para representar os harmónicos emitidos pelos sons dos instrumentos da orques- 


tra, usam-se funções trigonométricas. 


А " 3 
A expressão 2 sen? x + 2 cos? x — 5 envolve estas funções e, para m < x < = seu valor 
é de: 


a) —7 e) =1 e) 3 — 5 
b) -3 d) 2т-5 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


12. (FEI-SP) Se x é um arco do segundo quadrante e sen x = ad então pode-se afirmar que: 


5 
_ 4 
a) sen x + cosx=1 d) tgx — cos x = = 
2-1 ЕМЕ 
b) 2 sen x + 3 cos x = 5 e) cotgx — tg x 12 


с) secx = 2. 
5 


2 
13. (FEI-SP) Simplificando а expressão заса onde existir, obtemos: 
3 sec“ x 
2 
a) E x с) 3 tg? x е) sec? 3x 
2 
b) 3 cotg? x d) ин ны 


14. (ITA-SP) Determine o valor de K para que as raízes da equação do segundo grau (К — 5)x? — 
— 4Kx + K — 2 = 0 sejam o seno e o cosseno de um mesmo arco. 


15. (FGV-SP) Se cos x + sec(—x) = t, então, cos? x + sec? x é igual a: 
a) 1 c) Y е) 2 +1 
b) 2-2 d) 2 — 2 


16. (UF-MA) Considere uma circunferência de raio r > O e 0 a medida do ângulo МОР сото па 
figura ao lado. 


Assim, é correto afirmar que: 


а) rcos (m — 0) =b e гвеп(2т- 0) = —b 
b) r sen (m + 0) = —b e r cos (m + 0) = 
c) гсоѕ (27 — 0) =a е rsen (m + 0) = b 
d) r sen (m — 0) =b е гсоѕ (т + 0) = —a 
) 


e 


—+0|=b — + = 
rco s( | e rse[ o) 


17. (UF-CE) Considere os números reais cos (32°), cos (150°), cos (243?) e cos (345°). Sex e y 
representam, respectivamente, o maior e o menor destes números, então x + y é igual a: 


а) 2+ УЗ © 2— УЗ «23-72 42 
2 4 4 
з + ү2 3-2 
5) =—1 d — 


18. (FGV-SP) A soma cos? 0º + cos? 20 + cos? 40 + cos? 40 + cos? 60 +... + cos? 358º + 
+ cos? 360º é igual a: 


a) 316 c) 181 e) 91 
b) 270 d) 180 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


Funções circulares 


19. (PUC-RS) O ponto Р(х, у) pertence à circunferência de raio 1 e é y 
extremidade de um arco de medida а, conforme figura. Então 
o par (x, y) é igual a: 
а) (tan о, sen a) d) (cos о, sen а) 
b) (cos о, tan a) €) (sen? a, cos? a) 
C) (sen a, cos a) 


20. (UF-RN) Considere a figura ao lado, na qual a circunfe- 
réncia tem raio igual a 1. 


Nesse caso, as medidas dos segmentos ON, OMe AP, 
correspondem, respectivamente, a: 


8) sen x, sec x e cotg x. 

b) cos x, sen x e tg x. 

C) COS X, Sec x e cossec x. 
d) tg x, cossec x e cos x. 


21. (UE-GO) No ciclo trigonométrico, as funções seno e cosseno são definidas para todos os 
nümeros reais. 


Em relação às imagens dessas funções, é correto afirmar: 
a) sen (/) > О 

b) sen (8) < 0 

с) [cos (V5) > 0) 

d) (cos (V5) > sen (8)) 


22. (Fatec-SP) Sobre a função f, de Кет R, definida por f(x) = 1 + cos > é verdade que: 
a) seu conjunto imagem é [— 1, 1] 
b) seu período é 6r 
с) f(x) < O m todo x pertencente a = 2m| 
) 


d) ҚЗт) = 
e (2) (85 


23. (UF-RS) О período da função definida рог f(x) = sen Е - z) é: 


2 

арт с) 27. е) 2т 
2 6 
b) = d) т 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


24. (UF-PA) Considere a função f dada por f(x) = 8 + sen k E т). Podemos afirmar que f assu- 
me seu valor mínimo quando: 


a) x = — + 2kr, k = 0, +1, =2,... 


7 
Вт 
b) x= tkm, К = 0, +1, 72, ... 
237 
= == 4 = 0, +1, +2, ... 
с) х 14 2km,k = 0, +1, +2, 
9т 
= — + == + + 
а) x 14 2km, k = 0, +1, =2,... 
e)x- — + 2km, k = 0, +1, +2, ... 
25. (Mackenzie-SP) O maior valor que o nümero real 10 pode assumir é: 
ә — Senx 
3 
20 20 
a) 72 с) 10 е) үзі 
Y 
b) з d) 6 


26. (PUC-RS) Os fenômenos gerados por movimentos oscilatórios são estudados nos cursos da 
Faculdade de Engenharia. Sob certas condições, a função y = 10 cos (4t) descreve o movi- 
mento de uma mola, onde y (medido em cm) representa o deslocamento da massa a partir 
da posição de equilíbrio no instante t (em segundos). Assim, o período e a amplitude desse 
movimento valem, respectivamente: 


T T TT 
а) y S— 10 cm с) q S— 10 cm e) y S — 20 cm 
b) 2т s — 20 cm d) 7 s— 20cm 


27. (UF-MS) Seja uma função trigonométrica definida por: 
Қх) - 2 cos (> + z), onde x € R (conjunto dos números reais) 


Assinale a(s) afirmação(ões) correta(s). 
(001) O ponto (0, 42) pertence ao gráfico da função F. 
(002) A imagem da função F é o intervalo fechado [— 1, 1]. 


(004) A função F tem duas raízes no intervalo fechado (0, т). 


(008) Os valores mínimos de F são assumidos em x = — + k : m, com k inteiro. 


(016) Os valores máximos de F são assumidos em x = 4 + К: т, сот К inteiro. 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


28. (UF-PR) Suponha que, durante um certo período do ano, a temperatura T, em graus Celsius, 


29. 


30. 


3 


| 


па superfície de um lago possa ser descrita pela função F(t) = 21 — 4 со8(15 t) sendo t 
o tempo em horas medido a partir das 06h00 da manha. 

a) Qual a variação de temperatura num período de 24 horas? 

b) A que horas do dia a temperatura atingirá 23 °С? 


(Enem-MEC) Considere um ponto P em uma circunfe- 
rência de raio r no plano cartesiano. Seja Q a projeção 
ortogonal de P sobre o eixo x, como mostra a figura, e 
suponha que o ponto P percorra, no sentido anti-horário, Р 
uma distância d = r sobre a circunferência. 


Então, o ponto Q percorrerá, no eixo x, uma distância 


dada por: 
a) (a — sen 4) d) г sen (5) 
r q 
d r 9 ù 
b) r[1 = — — 
L cos 2 e) rcos(-L) 


c) (a - є) 


(Unesp-SP) Em situação normal, observa-se que os sucessivos períodos de aspiração е expi- 
ração de ar dos pulmões em um indivíduo são iguais em tempo, bem como na quantidade de 
ar inalada e expelida. 

A velocidade de aspiração e expiração de ar dos pulmões de um indivíduo está representa- 
da pela curva do gráfico, considerando apenas um ciclo do processo. 


V (65) 


Aspiração Expiração 


Sabendo-se que, em uma pessoa em estado de repouso, um ciclo de aspiração e expiração 
completo ocorre a cada 5 segundos e que a taxa máxima de inalação e exalação, em módulo, é 
0,6 £/s,a expressão da função cujo gráfico mais se aproxima da curva representada na figura é: 


a) V(t) = 2% sen (34) c) V(t) = 0,6 cos (22.1) e) v(t) = -> cos (0,6t) 
5 5 5 2n 
E CES Í 2m 
b) V(t) = 5 sen[ > ) а) V(t) = 0,6 sen( 5 ) 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


31. (UF-RS) Assinale a alternativa que pode representar o gráfico de f(x) = sen |х). 


a) d) 


32. (UF-PA) O gráfico da função f dada por f(t) = cos h + z) no intervalo (0, 27] é: 


a) #0 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


33. (PUC-RS) A representação gráfica da função f dada por f(x) = 2 sen (x + z) - 26: 


а) а) 


34. (Fatec-SP) Um determinado objeto de estudo é modelado segundo uma função trigonométri- 
ca f, de R em R sendo parte do seu gráfico representado na figura: 


Usando as informações dadas nesse gráfico, pode-se afirmar 
que: 


a) a função f é definida por f(x) = 2 + 3 - sen x. 
b) f é crescente para todo x tal que x € Пт; 271]. 
с) o conjunto imagem da função f é [2; 4]. 


d) paray — (288) temse 2 < y < 4. 


е) o período de f é т. 


35. (Fatec-SP) As funções reais f(x) = sen x e g(x) = cos x têm seus gráficos representados no 
intervalo O < x < 2т. 
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Se a função h(x) = f(x) + g(x) tem período p e valor má- 
ximo h, então o produto р. h é igual a: 


a) 4m d) У2т 
b) 2/2т o 2a 
с) 27 


36. (UE-CE) Se y = a + cos (x + b) tem como gráfico 


podemos afirmar que: 


E = = E, 
aja=2,b=>3 d)a=1,b 2 
Ша. b==5 e)a=0,b=0 

=2р=— 
c)a=2,b 2 


37. (UF-PR) A figura abaixo representa parte do gráfico de uma função trigonométrica 
f: R — R. 


A respeito dessa função, é correto afirmar: 


a) Ela pode ser definida pela expressão f(x) = 3 sen [E + 5) 


b) f(x + Әт) = f(x), qualquer que seja x real. 


3 
d) |Қ) < 1, qualquer que seja x real. 


) 

| 2 
с) На pode ser definida pela expressão f(x) = 3 cos =. 
) 

е) Қ10т) > О 
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38. 


39. 


3 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


(FGV-SP) O gráfico indica uma senoide, sendo P e Q dois de seus interceptores com o eixo x. 
Em tais condições, a distância entre Pe Q é: 


(UE-CE) Um fabricante produz te- 
lhas senoidais como a da figura 
ao lado. 


Para a criação do molde da te- 
lha a ser fabricada, é necessário 
fornecer a função cujo gráfico 
será a curva geratriz da telha. 
A telha padrão produzida pelo 
fabricante possui por curva 
geratriz o gráfico da função 
y = sen (x) (veja detalhe na figu- 
ra ao lado). 


Um cliente solicitou então a produção de telhas que fossem duas vezes “mais sanfonadas” e 
que tivessem o triplo da altura da telha padrão, como na figura abaixo. 


A curva geratriz dessa nova telha será então o gráfico da função: 


а) y = 3 sen (5х) с) у= 2 sen (5х) e) y = 2 sen (3x) 
_ — 1. n [1 
b) y = 3 sen (2x) a) y= + sen [2 >) 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


40. (UFF-RJ) Nas comunicações, um sinal é transmitido por meio de ondas senoidais, denomi- 
nadas ondas portadoras. Considere a forma da onda portadora modelada pela função trigo- 


nométrica f(t) = 2 sen (s = =) te К. 
Pode-se afirmar que o gráfico que melhor representa f(t) é: 


© а) қо 
2 2 


1 


41. (UF-PE) A ilustração a seguir é parte do gráfico da função y = а: sen (bmx) + с, сота, бес 
sendo constantes reais. A função tem período 2 e passa pelos pontos com coordenadas 


(0,3) e (5 5) 


0,5 


Determine a, b e c e indique (a + b + c)2. 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


42. (FGV-SP) A figura abaixo representa parte do gráfico de uma função periódica f: R > R. 


х) 


с) 2 


а) 3 


43. (Unesp-SP) Considere а representação gráfica da 


função definida por f(x) = sen (325). (-144х-1) 


Os pontos Р, О, Ке S denotam os quatro primeiros 
pontos de interseção do gráfico da função f com o 
eixo das abscissas. Determine as coordenadas dos 
pontos P, Q, Re S, nessa ordem. 


gráfico da função f(x), sem escala 


44. (Unesp-SP) Num determinado ambiente convivem duas espécies, que desempenham o pa- 
pel de predador (С) e de presa (H). As populações dessas espécies, em milhares de indiví- 


duos, são dadas pelas seguintes equações: 


2 4 


-144-2 т 
Ht) = 1 xi зеп Nat + 7) 


C(t) = 1 + 1 cos (va + 7) 


onde t é o tempo em meses. Determine qual a duração do ciclo de crescimento e decresci- 
mento das populações, isto é, a cada quanto tempo as populações voltam, simultaneamen- 
te, a ter as mesmas quantidades de indivíduos de t = 0. 


45. (Unesp-SP) Podemos supor que um atleta, enquanto corre, balança cada um de seus braços 
ritmicamente (para frente e para trás) segundo a equação: 


(28-2) 


= = E 
y = f(t) 9 сеп 


onde у é o ângulo compreendido entre a posição do braço e о eixo vertical (2 < y = 3) 


e té o tempo medido em segundos, t = O. Com base nessa equação, determine quantas 
oscilações completas (para frente e para trás) o atleta faz com o braco ет 6 segundos. 


3 | Fundamentos de Matemática Elementar 


279 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


46. 


47. 


48. 


49. 


(Unesp-SP) Em algumas situações, é conveniente representar de maneira aproximada a fun- 
ção sen (mx), com x € [0, 1], pela função quadrática f(x) = 4x — 4x2, a qual fornece os valores 
corretos apenas em x = 0, x = 0,5 e x = 1. Isto é, sen (тх) = 4x — 4x2. 


Use essa aproximação para obter o valor de sen (5) e estime a diferenca, em módulo, entre 
esse valor e o valor conhecido de sen (2), considerando 42 = 1,41. 


(Unesp-SP) Em uma pequena cidade, um matemático modelou a quantidade de lixo domés- 
tico total (orgânico e reciclável) produzida pela população, més a més, durante um ano, 
através da função: 
f(x) = 200 + (x + 50) cos Е = s), 

3 3 
onde f(x) indica a quantidade de lixo, em toneladas, produzida na cidade no mês x, com x 
inteiro positivo. Sabendo que f(x), nesse período, atinge seu valor máximo em um dos valores 
m4 
E 3 
produção de lixo foi máxima e quantas toneladas de lixo foram produzidas pela população 
nesse mês. 


de x no qual a função cos | Jatinge seu máximo, determine o més x para o qual a 


(UF-PR) Suponha que o horário do pór do sol na cidade de Curitiba, durante o ano de 2009, 
possa ser descrito pela função: 


_ _ 2т 
f(t) - 18,8 — 1,3 sen = ) 


sendo t o tempo dado em dias et = О о dia 1º de janeiro. Com base nessas informações, 

considere as seguintes afirmativas: 

1, O período da função acima é 27%. 

II. Foi no mês de abril o dia em que o pôr do sol ocorreu mais cedo. 

Ш.О horário em que o pôr do sol ocorreu mais cedo foi 17h30. 

Assinale a alternativa correta. 

a) Somente a afirmativa 11 é verdadeira. 

b) Somente as afirmativas | e Il são verdadeiras. 

с) Somente as afirmativas | e Ill são verdadeiras. 

d) Somente as afirmativas Il e Ill são verdadeiras. 
) 


e) As afirmativas |, Il e lll são verdadeiras. 


(Enem-MEC) Um satélite de telecomunicações, t minutos após ter atingido sua órbita, está 
a r quilômetros de distância do centro da Terra. Quando r assume seus valores máximo e 
mínimo, diz-se que o satélite atingiu o apogeu e o perigeu, respectivamente. Suponha que, 
para esse satélite, o valor de r em função de t seja dado por 


"m 5865 
1 + 0,15. cos (0,061) 
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Um cientista monitora o movimento desse satélite para controlar o seu afastamento do cen- 
tro da Terra. Para isso, ele precisa calcular a soma dos valores de r, no apogeu e no perigeu, 
representada por S. 


O cientista deveria concluir que, periodicamente, S atinge o valor de: 


a) 12765 km. c) 11730 km. e) 5865 km. 
b) 12000 km. d) 10965 km. 
(UF-AM) O Encontro das Águas é um fenómeno que acontece na confluência entre o rio 


Negro, de água negra, e o rio Solimões, de água barrenta. É uma das principais atrações 
turísticas da cidade de Manaus. 


As águas dos dois rios correm lado a lado sem se misturar por uma extensão de mais de 
6 km. Esse fenômeno acontece em decorrência da diferença de temperatura e densidade 
dessas águas, além da diferença de velocidade das correntezas. 


Uma equipe de pesquisadores da UF-AM mediu a temperatura (em °С) da água no Encontro 
das Águas durante dois dias, em intervalos de 1 hora. 


A medição começou a ser feita às 2 horas do primeiro dia (t = 0) e terminou 48 horas depois 


(t = 48). Os dados resultaram na função f(t) = 24 + 8 sen (2 + =), onde t indica o tempo 


(em horas) e f(t) a temperatura (em °C) no instante t. 
A temperatura máxima e o horário em que essa temperatura ocorreu são respectivamente: 


a) 28 °C e 11:00h. с) 30 °C e 13:00h. e) 32 °C e 14:O0h. 
b) 29 °C e 12:00h. d) 31 °C e 15:00h. 
(UFF-RJ) A equação do tempo é a função que mede a diferença, ao longo de um ano, entre os 


tempos lidos a partir de um relógio de sol e de um relógio convencional. Ela pode ser aproxi- 
mada pela função 
у = ҚВ) = 9,87 sen (2B) - 7,53 cos (В) — 1,5 sen (В) 


2m(n — 81) 
364 
janeiro, e assim por diante. 


É correto afirmar que: 


sendo B = e п о número do dia, isto é,n = 1 para 1 de janeiro, п = 2 para 2 de 


b) f(B) = 19,74 sen (B) — 7,53 cos (B) — 1,5 sen (B) 
f(B) = [19,74 sen (B) — 7,53] cos (B) — 1,5 sen (B) 
d) f(B) = 9,87 [2 (cos (B)2 — 1] — 1,5 sen (B) — 7,53 cos (B) 
) 


(FGV-RJ) A previsão de vendas mensais de uma empresa para 2011, em toneladas de um 
produto, é dada por f(x) = 100 + 0,5x + 3 sen Т em que x = 1 corresponde a janeiro de 


2011, x = 2 corresponde a fevereiro de 2011 e assim por diante. 
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53. 


54. 


55. 


A previsão de vendas (em toneladas) para o primeiro trimestre de 2011 é: 
(Use a aproximação decimal ҮЗ = 156.) 


а) 308,55 с) 309,55 е) 310,55 
b) 309,05 d) 310,05 


(PUC-RS) Em uma animação, um mosquitinho aparece voando, e sua trajetória é representa- 
da em um plano onde está localizado um referencial cartesiano. A curva que fornece o trajeto 
tem equação y = 3 cos (bx + с). O período é бт, o movimento parte da origem e desenvolve- 
se no sentido positivo do eixo das abscissas. Nessas condições, podemos afirmar que o 
produto : b : c é: 


а) 18т c) т e) > 
2 
b) 9т а) T 


(Unifesp-SP) Sabe-se que, se b > 1, o valor máximo da expressão y — yb, para y по 
1 
conjunto R dos números reais, ocorre quando y = (Ер — 1, O valor máximo que a função 


f(x) = sen (x) sen (2x) assume, para x variando em R, é: 


a) a с) - e)1 
ҮЗ 4N3 
b) 2-77 Ша” 


(FGV-SP) O número de interseções entre o gráfico de uma circunferência е о gráfico de 
y = sen x no plano ortogonal pode ocorrer em: 
a) no máximo 2 pontos. а) no máximo 8 pontos. 


b) no máximo 4 pontos. e) mais do que 16 pontos. 
c) no máximo 6 pontos. 


Transformações 
n 
56. (ITA-SP) A soma > cos (a + Кт), para todo о E [0, 27], vale: 
k=0 
a) —cos (a) quando n é par. а) sen (а) quando n é par. 
b) —sen (а) quando п é ímpar. e) zero quando n é ímpar. 


57. 


с) cos (о) quando n é ímpar. 


(ITA-SP) Assinale a opção que indica a soma dos elementos de A U B, sendo: 


A= ba, = sen? (52) К- 12] e B= b. - sen? (LG) k= 12]. 
8) 0 c) 2 e) 2%У2-73) ыг. 
b) 1 9) (2 -V2 + үз) 280 
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59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


E 
2 
а) Calcule os valores de cos x e cos y. 


(UF-PR) Considere x, y € |o. | tais que sen x = - eseny = - 


b) Calcule os valores de sen (x + у) е cos (x — у). 


(UE-CE) Se x e y são arcos no primeiro quadrante tais que sen (x) = . = cos (y), então o 
valor de sen (x + y) + sen (x — y) é: 
"6 3 6 2 
9778 92 е ыг 
(UF-CE) Os números reais a, b e y são tais que a + O e a cos y ғ b sen y. Se 


tg x = aseny+boosy calcule o valor de tg (x — y) em função de a e b somente. 
acosy — bseny 


(UE-RJ) Considere o teorema e os dados a seguir para a solução desta questão. 


Se a, Be a + B são três ângulos diferentes de > + Кт, k E Z, então 


_ 1а + іе В 
tg (a + B) 2 .— SD. 
В 1 (E ten) : 
a, b е с são três ângulos agudos, sendo tg b = 2 e tg (a + b + c) = B 
Calcule tg (a — b + c). 


т 


(Fuvest-SP) Seja x по intervalo |0, 2 


, x 2 3 
satisfazendo a equação tg x + —— sec x = —. 
| 45 2 


Assim, calcule o valor de: 
a) sec x 
т 
b) sen| x + — 
)sen(x Z) 


(UF-AM) Se sen x — cos x = - então sen 2x é: 
a) - с) a КЕ 
4 
ES 


b) -> ds 


(UF-CE) Considere as funções f: К > R e g: К->К definidas, respectivamente, por 
f(x) = x2 + 1 e g(x) = cos(x) — ѕеп(х). 

a) Explicite a função composta h(x) = f(g(x)). 

b) Determine o valor máximo da função composta h(x) = f(g(x)). 


(Fuvest-SP) Um arco x está no terceiro quadrante do círculo trigonométrico e verifica a equa- 
ção 5 cos 2x + 3 sen x = 4. Determine os valores de sen x e cos x. 


(UE-CE) O conjunto-imagem da função f: R — R, definida por f(x) = 2 cos 2x + cos? x, éo 


intervalo: 
a) [-2,1] b) [-2,3] с) [—2, 2] а) [-2, 0] 


Fundamentos de Matemática Elementar 283 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


(Fuvest-SP) O número real x, com O « x < т, satisfaz a equação 


loga (1 — cos x) + logs (1 + cos x) = —2. 
Então, cos 2x + sen x vale: 


2 
(Fatec-SP) A expressão [sen > + cos 3) é equivalente a: 


a) 1 d) 1 + sen x 

b) O e) 1 + cos x 
5 

c) cos 2 


(U. F. Uberlándia-MG) O valor de tg 10º (sec 5? + cossec 5º) - (cos 5º - sen 5º) é igual a: 


a) 2 b) = c) 1 d) 0 
(FGV-SP) O valor de cos 72° — cos2 36° é idëntico ao de: 

a) cos 36° c) cos2 36° e) sen2 36° 
b) —cos? 36? d) —sen? 36? 


(ITA-SP) A expressao 


2 sen (x + E т) + cotg? «Je > 


X 
+ 2 Xx. 
bdo 
é equivalente a: 
a) [cos x — sen? x] cotg x d) [1 — cotg? x] sen x 
b) [sen x + cos x] tg x e) [1 + cotg? x][sen? x + cos x] 


с) [cos? x — sen x] cotg? x 


(ITA-SP) 

2M. o 2. =. ША w =. 
a) Calcule [cos 5 sen =) cos 10 2 sen 5 cos 5 sen 107 
р) Usando o resultado do item anterior, calcule sen ED cos = 


(UF-CE) Seja f: R > R a função dada por f(x) = 2 sen x + cos (2x). Calcule os valores máximo 
e mínimo de f, bem como os números reais x para os quais f assume tais valores. 


(ITA-SP) Encontre todos os pontos do gráfico da função f(x) = sen? x + cos x, em que a reta 
tangente é paralela ao eixo x. 
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77. 


78. 


79. 


80. 


81. 


З 1 
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5. (UF-AM) Considerando as seguintes afirmações: 

(I) cos? (2x) + sen? (3x) = 1 Vx € R 

(1) sen 4x = 4 sen х. cos?x — 4 sen?x- cos x Vx € R 

(Ш) cos2x = = + = cos 2x Vx € R 

(ІМ) cos (x — у) = cos x · cos y + sen x · sen y Vx, y € R 

Podemos garantir que: 

a) Todas as afirmações são falsas. а) Somente a afirmação (III) é falsa. 
b) Somente a afirmação (Il) é verdadeira. e) Somente a afirmação (1) é falsa. 
c) Todas as afirmações são verdadeiras. 


(ITA-SP) Determine o valor de y, definido a seguir, sabendo que о é um arco do quarto 


quadrante e |sen a| = E 


у = 7 tg (2a) + V5 cos () 


(ITA-SP) Determine os valores reais de x de modo que sen (2x) — N3 cos (2x) seja máximo. 


(Fuvest-SP) Sejam x e y dois números reais, com O < x < > e > < y < т, satisfazendo 


sen y = е 11 sen x + 5 cos (y — х) = 3. 


Nessas condições, determine: 
a) cosy b) sen 2x 


(ITA-SP) Sabendo que tg? (x + 14) = > para algum x € o. 34) determine sen x. 


(ITA-SP) Seja f : R > R definida por f(x) = 177 sen Б (x+ ul e seja B o conjunto dado por 
= x € К: f(x) = 0). Se m é o maior elemento de B N (—%, О) e n é o menor elemento de 
B N (0, -->), então m + n é igual a: 
а) 27 eps E ju 
15 30 15 
т т 
ШЕТ d 15 
(Fatec-SP) Da trigonometria sabe-se que quaisquer que sejam os nümeros reais p e q, 


sen р + sen а = 2 зеп (22.3) сов (21) 


Logo, a expressão cos x - sen 9x é idêntica a: 


а) sen 10x + sen 8x с) 2: (sen 10x + sen 8x) e) E - (sen 10x + sen 8x) 
b) 2: (sen 6x + sen 2x) d) - - (sen 6x + sen 2x) 
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82. (ITA-SP) Seja x € (0, 271] tal que sen (x) cos (x) = E Então, o produto e a soma de todos os 
possíveis valores de tg (x) são, respectivamente: 


а)160 с) -1е0 e) -1e-2 
01632. d 165 
2 
83. (ITA-SP) O conjunto-imagem e о período de f(x) = 2 sen? (3x) + sen (6x) - 1 são, respectiva- 
mente: 
a) [-3, 3] e 27 o) [- 2, vale Z e) [—1, 3] e = 
2т т 
b) [-2, 2] e == d)[-1,3]e — 
)[-2,2]e < )[-1,3]e 5 
84. (ITA-SP) Se os números reais a e B, com a + B = іг, О « a = В, maximizam a soma 
sen a + sen B, então a é igual a: 
түз Зт Тт 
ж: 9 912 
2т 5r 
b) — урын 
) 3 ) 8 
6 2a а m 
85. (ITA-SP) O valor da soma У, sen ЕСІН sen ЕШ para todo a € R, é igual a: 
n=1 
1 a 1 а a 
a) = [cos (555) cos «| d) > [cos (555) cos E) 
1 Ade, а а \ 
b) т [sen (555) sen (555) е) со5 (555) cos а 


с) с05 (585 - cos (5 
243 729 
86. (Fuvest-SP) Sejam x e y números reais positivos tais que x + y = a Sabendo-se que 
sen (у — x) = E o valor de tg? y — tg? x é igual a: 


1 
e) = 


Equações -> Funções inversas 


87. (UE-CE) O valor de x mais próximo de 0, para o qual cos (x + =) = 1, é: 


2 
a) = с) т e) 0 

Зт т 
Шри da. 


88. (PUC-RJ) Encontre todas as soluções da equação cos (2x) = E no intervalo [O, 271]. 
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90. 


91. 


92. 


93. 


94. 
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(FEI-SP) Sabendo que O = x < те que (sen x + cos x)? + cos x = sen 2x, pode-se afirmar 
que x é igual a: 

a) с) y e) т 

(UF-RS) O número de soluções da equação 2 cos x = sen x que pertencem ao intervalo 


Ж 16т e é: 


c) 10 e) 12 
x x d) 11 


(Unesp-SP) Dada a expressão trigonométrica cos (bx) — cos k + 5 = 0, resolva-a ет R 


arax € (0,241. 
4 | т. 


(УРАН) Quantas soluções a equação trigonométrica sen! x — cos^x = BE admite no intervalo 


fechado com extremos 0 e 357? 2 

a) 66 d) 72 

b) 68 e) 74 

c) 70 

(UE-CE) Uma partícula inicia um movimento oscilatório harmónico ao longo de um eixo or- 


denado, de amplitude igual a 5 unidades e centrado na origem, de modo que a sua ровісао 
pode ser descrita, em função do tempo em segundos, pela função f(t) = 5 cos (t). 


Ao mesmo tempo, uma outra partícula inicia um movimento também harmônico, centrado 
em 3, de amplitude igual a 1 e com o dobro da frequéncia da primeira partícula, de modo 
que sua posição é descrita pela função g(t) = cos (2t) + 3. 


Acerca da posição relativa das duas partículas, é correto afirmar que: 


a) elas se chocarão no instante t = e 


b) elas se chocaráo no instante t = — s. 


ola 5|3 o 


с) elas se chocaráo no instante t = — s. 


d) elas se chocarão no instante t = 3 s. 
е) elas não se chocarão. 


(Fuvest-SP) A medida x, em radianos, de um ângulo satisfaz > < x < т e verifica a equação 
sen x + sen 2x + sen 3x = 0. Assim, 


a) determine x. 
b) calcule cos x + cos 2x + cos 3x. 
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95. (ITA-SP) A soma de todas as soluções distintas da equação cos Эх + 2 cos 6x + cos 9x = 0, 
que estão no intervalo O < x < Fi é igual a: 


a) 27 с) Эт е) 43 
6 12 
b) 23.4 d) La 
12 6 
96. (ITA-SP) O conjunto solução de x = E, k € Z, é: 
T Кт т Кт т Кт 
а кегі o (E ez) oL + kez) 
т Кт т Кт 
{кел} а Sa ez] 
97. (FEI-SP) A soma das raízes da equação 1 — sen? x + cos (—x) = O, para O < x < 27, é igual a: 
37 Тт 
1707 ЗІ Эа: 
Бт 
bs d) 5т 


98. (FGV-SP) A soma das raízes da equação sen? x = sen (—x) = О, no intervalo [0, 27], é 


2 2 2 
b) — d) 37 


99. (UF-PE) Quantas soluções a equação trigonométrica sen x = V1 — cos x admite, no intervalo 


(0,80т)? 
100. (UF-BA) Sendo x a medida de um arco, em radianos, determine as soluções da equação 
4 cos? Е cos x: sen Е x) cos (x + 7т) + sen |315; = Oque pertencem ao intervalo 


[-6, 8]. 


101. (FGV-SP) Resolvendo a equação log» (sen x) = log, (cos x) no intervalo 0° < x < 90º o valor 
de x é tal que: 


a) 45º < x < 60º с) 0° <x < 30° е) 60° < x < 75? 
b) 30º < x < 45º d) 75º < x < 90º 


102.(UF-RS) O conjunto das soluções da equação sen (z) log 1 - 06: 
a) (1, 10, 102, 103, 10^, ...) 

b) (..., 1073, 1072, 10 1, 1, 10, 102, 103, 10^, ...) 

C) f..., 1078, 10 ^, 1072, 1, 102, 10^, 106, ...) 

d) (..., -10 Š, —10 ^, -10 2, 1, 102, 10^, 106, ...) 

e) {..., 1073, —102, —10, 1, 102, 103, 10^, 106, ...) 
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103. (UF-PI) Considere o conjunto S = (х,у) € Z x Z|x2 — 4x sen (тт — у) + 4 = 0}. Pode-se afir- 
mar que: 


a) S é um conjunto vazio. 
b) S possui apenas um elemento. 


а) O par (0, т) € S. 


) 
) 
c) S contém a reta x = 0. 
) 
e) S possui infinitos elementos. 


104. (ITA-SP) Considere a equação (3 — 2 сов? «(1 + tg? 3) 6 Es =0. 


a) Determine todas as soluções x no intervalo (0, ml. 
b) Para as soluções encontradas em a), determine cotg x. 


105. (FGV-SP) O número de soluções da equação 1 + sen x — 2 |cos 2х| = 0, com 0 < x < 27, é: 
a) 8 c) 6 e) 4 
b) 7 4) 5 


senx,0 < x < - 
106. (UF-BA) Dadas as funções reais f(x) = e 


1+cosx,5 = XE 


, determine x, pertencente ao intervalo lo т), tal 


que ОР + 809 — L = 0. 


107. (Unifesp-SP) Considere a função y = f(x) = 1 + sen (ээх ин 3) definida para todo x real. 
a) Dé o período e o conjunto imagem da funcáo f. 
b) Obtenha todos os valores de x no intervalo [O, 1], tais que y = 1. 


108. (UF-PE) Considere a funcáo f, com domínio e contradomínio o 
conjunto dos números reais, dada por f(x) = V З cos x — sen x, 
que tem parte de seu gráfico esbocado ao lado. 


Analise a veracidade das afirmações seguintes acerca de f: 


0-0) f(x) = 2: sen , + т), para todo x real. 


6 
f é periódica com período 27. 


1) 
- o raízes de f(x) são ш + 2Кт, com k inteiro. 
3) (х) > — ҮЗ, para todo x real. 
4) f(x na 2, para todo x real. 
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109. 


110 


(ITA-SP) Determine a solução do seguinte sistema de equações: 
sena – 13 senb=0 


(820 2160)/162> 2168) T" 
tg 2b tg 2a 


. (FGV-SP) Em certa cidade litoránea, verificou-se que a altura da água do mar em um certo 


ponto era dada por f(x) = 4 + 3 cos = х, em que x representa o número de horas decorridas 


6 
a partir de zero hora de determinado dia, e a altura f(x) é medida em metros. 


Em que instantes, entre O e 12 horas, a maré atingiu a altura de 2,5 m naquele dia? 


a) 5 e 9 horas C) 4 e 8 horas е) бе 10 horas 
b) 7 e 12 horas d) 3 e 7 horas 


111. (FGV-SP) Uma empresa exportacerto produto. Estima-se quea quantidade exportada Q, expressa 


112. 


em toneladas, para cada mês do ano 2011, seja dada pela função Q = 40 + 4 sen = 6 3! em 


que x = 1 representa janeiro de 2011,x = 2 representa fevereiro de 2011 e assim por diante. 
Em que meses a exportação será de 38 toneladas? 
(Utilize os valores: ҮЗ = 1,7 e V2 = 1,4) 


а) abril e agosto с) junho e outubro е) agosto e dezembro 
b) maio e setembro d) julho e novembro 


(UF-PA) O péndulo simples é formado por uma partícula de massa m fixada na extremidade 
inferior de uma haste retilínea, de comprimento € (de massa desprezível se comparada com 
a massa da partícula), cuja extremidade superior está fixada. Suponhamos que o movimento 
do péndulo se processe em um plano vertical e designemos por 0 o ángulo que a haste faz 
com a reta vertical OY (veja a figura abaixo). Observemos que 0 = 0 (t), isto é, Ө é função do 
tempo t = 0. O movimento do pêndulo, para pequenas oscilações, é regido pela equação: 


wt -Асо [Et] =o, 


em que A é uma constante positiva, g é a aceleração da gravida- o 
de e £ é o comprimento da haste. Os valores de t = O, referentes 
à passagem do pêndulo pela posição vertical OY, isto é, ao mo- 
mento em que 6(t) = O, são dados рог: 


a) t= (2k + 1) 1 - d£ ‚к= 


e(t) 


5) і-1,2,3,.. 

icona f Y 
4)1-1,-,- 

) 23 

е) t = V1, V2, УЗ, 
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113.(U. Е Santa Maria-RS) Em determinada cidade, a concentração diária, em gramas, de par- 


tículas de fósforo na atmosfera é medida pela função C(t) = 3 + 2 sen = 


) em que t 
é a quantidade de horas para fazer essa medição. 


O tempo mínimo necessário para fazer uma medição que registrou 4 gramas de fósforo é de: 


a) - һога с) 2 horas e) 4 horas 
b) 1 hora d) 3 horas 


114. (UF-PR) Suponha que a expressão P = 100 + 20 sen (27t) descreve de maneira aproximada 
a pressão sanguínea P, em milímetros de mercúrio, de uma certa pessoa durante um teste. 
Nessa expressão, t representa o tempo em segundos. A pressão oscila entre 20 milímetros 
de mercúrio acima e abaixo dos 100 milímetros de mercúrio, indicando que a pressão san- 
guínea da pessoa é 120 por 80. Como essa função tem um período de 1 segundo, o coração 
da pessoa bate 60 vezes por minuto durante o teste. 


a) Dé o valor da pressão sanguínea dessa pessoa emt = Os;t = 0,75 s. 
b) Em que momento, durante o primeiro segundo, a pressão sanguínea atingiu seu mínimo? 


115. (UF-PE) Quantas soluções a equação trigonométrica sen? x + cos x = E admite no intervalo 
10, 607] ? 


Parte do gráfico da função sen? x + cos x está esboçada abaixo. 


116. (UF-RN) Marés são movimentos periódicos de rebaixamento e elevação de grandes massas 
de água formadas pelos oceanos, mares e lagos. Em determinada cidade litorânea, a altura 


da maré é dada pela função h(t) = 3 + 0,2 cos E Ы d onde t é medido em horas a partir 
da meia-noite. 


Um turista contratou um passeio de carro pela orla dessa cidade e, para tanto, precisa co- 
nhecer o movimento das marés. 


Desse modo, 
8) qual a altura máxima atingida pela maré? 
b) em quais horários isto ocorre no período de um dia? 


117. (PUC-PR) O conjunto domínio de f(x) = arc sen (2x — 3) está contido no intervalo: 


2 з 13 
a) E 3| o) (0, 1] e) E a 
b) [-1, 1] d) 11,21 
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118. (FGV-SP) Sendo р = - e (p + 1): (q + 1) = 2, então a medida de arc tan p + arc tan q, em 


radianos, é: 
т т T 
a) 2 с) ул е) в 
т ТІ. 
b) з а) = 


119. (ITA-SP) Sendo ES a о contradomínio da função arco-seno е (0, пт] о contradomínio 


д Р 3 4 
da função arco-cosseno, assinale o valor de: cos [arc sen 5 + arc cos 5) 
a) шав с) A e) 21 
12 15 245 
7 1 
b) — d) == 
) 25 ) N15 
120. (Uneb-BA) Se arc sen x = i então cos (2 arc sen x) é igual а: 
а) 2233 c) 1-3 e) 1 
4 
1 
b) == а) 0 
pe ) 


121. (ITA-SP) A equação em x, 


arc tg (e* + 2) — arc cotg Е = 1 xeR- {0} 
ex- 1 4” i 


a) admite infinitas soluções, todas positivas. 
b) admite uma única solução, e esta é positiva. 


N | 


3 
> 


) 
) 
c) admite três soluções que se encontram no intervalo F 
d) admite apenas soluções negativas. 

) 


e) nào admite solução. 


122. (ITA-SP) O intervalo | C R que contém todas as soluções da inequação 
arc tan == + arc tan == > 1 é: 
2 2 6 


с) [=2,.3] е) [4, 6] 
а) (0, 5] 


ЭЭ E X * ee =X 
123. (ITA-SP) Seja S = b € R | arc sen 2-2 + arc cos т = 2, Епідо, 


a) S= @ ) 


с R+ | (0) e)S=R 
b) S = (0) d) 


S = 
S-R* 
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Inequações 

124. (FGV-SP) No intervalo (0, тт], a equação 83e? x = 4sen E admite o seguinte número de 
raízes: 
а) 5 b) 4 с) З а) 2 е)1 


125. (FEI-SP) Seja a um arco do segundo quadrante com sen (a) = E Resolvendo a inequação 


cossec (a) + x : sec (a) > O (sendo cossec (а) a cossecante de a e sec (a) a secante de a), 
pode-se afirmar que: 


3 3 213 
a enixz 2] ә enixz — | e enixe 2) 
» (ке 814) a xe 1-3) 


126. (UF-BA) Dadas as funções f(x) = sen 2x e g(x) = sen x, determine рага quais valores de x, 
x € [O, 27], f(x) = g(x). 


127. (Unifesp-SP) A função 
D(t) = 12 + (1,6) - os (t+ 10)) 
(t) (1,6) : cos (185 ) 


fornece uma aproximação da duração do dia (diferença em horas entre о horário do pôr do 
sol e o horário do nascer do sol) numa cidade do Sul do país, no dia t de 2010. A variável 
inteira t, que representa o dia, varia de 1 a 365, sendo t = 1 correspondente ao dia 1º de 
janeiro e t = 365 correspondente ao dia 31 de dezembro. O argumento da função cosseno é 
medido em radianos. Com base nessa função, determine: 


a) a duração do dia 19.02.2010, expressando o resultado em horas e minutos. 


b) em quantos dias no ano de 2010 a duração do dia naquela cidade foi menor ou igual a 
doze horas. 


128. (Unifesp-SP) Um jogo eletrônico consiste de uma pista retangular e de 
dois objetos virtuais, O, e O5, os quais se deslocam, a partir de uma base 
comum, com O, sempre paralelamente às laterais da pista e O, forman- 


A т А 2 
do um ângulo x com a base, x е |0, 7). Considere V4 е vo os módulos, 


respectivamente, das velocidades de О; e О. Considere, ainda, que os 

choques do objeto O, com as laterais da pista (lisas e planas) são perfei- 

tamente elásticos e que todos os ângulos de incidência e de reflexão são 

iguais a x. 

a) Exiba o gráfico da função y = f(x) que fornece o módulo da componen- 
te da velocidade de deslocamento do objeto O>, no sentido do deslo- 


camento do objeto O4, em função do ângulo, x е o, 5), 
b) Sev, = 10 m/s e v; = 20 m/s, determine todos os valores de x, x € (0-5) para os quais 


os objetos О, e О», partindo num mesmo instante, nunca se choquem. 
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129. (ITA-SP) Seja x um número real no intervalo O < x < EE Assinale a opção que indica o 


comprimento do menor intervalo que contém todas as soluções da desigualdade: 


E A 2X 1 
> tg (к x) ҮЗ (cos a 3) sec (x) > 0. 
T T T 
а) > e) e) 15 
т T 
b) = de 


130. (ITA-SP) Determine os valores de 0 е (0, 27] tais que log, (y, esen 9) = О. 


Triángulos retángulos 


131. (UE-CE) Uma rampa de skate plana com inclinacáo о em relacáo a horizontal tem base b e 


altura h. Sabendo que h = =b, em relação a о, podemos afirmar que: 


а) 0 <a < = dj a E 
8 4 3 
рп <а< 1 а шя 
8 6 3 2 
т ат 
o) T< a < 
Ед 


132. (Fuvest-SP) Para se calcular а altura де ита torre, utilizou-se o seguinte procedimento ilus- 
trado na figura: um aparelho (de altura desprezível) foi colocado no solo, a uma certa distân- 
cia da torre, e emitiu um raio em direção ao ponto mais alto da torre. O ângulo determinado 


entre o raio e o solo foi de a = Ез radianos. А seguir, o aparelho foi deslocado 4 metros em 


direção à torre е o ângulo então obtido foi de B radianos, com tg B = 343. 


É correto afirmar que a altura da torre, em metros, é: 


a) 443 d) 7N3 
b) БҮЗ e) 843 
c) 613 


133. (UF-AM) Um prédio projeta uma sombra de 52 m conforme a 
figura a seguir. Sabendo que cos a = E a altura H do prédio 


em metros mede: 
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134. (PUC-RS) Ao visitar o Panteon, em Paris, Tales conheceu o Péndulo de Foucault. O esquema 


abaixo indica a posição do pêndulo fixado a uma haste horizontal, num certo instante. Sendo 
L o seu comprimento e x o ángulo em relação a sua posição de equilíbrio, então a altura h do 
pêndulo em relação à haste horizontal é expressa pela função: 


a) h(x) = L cos (x) 

b) h(x) = L sen (x) SN L 

с) М(х) = L sen (2х) р, 
d) h(x) = L cos (2x) ES 
e) h(x) = 2L cos (x) е" 


135. (UF-MS) Dois projéteis são lançados em linha reta de um mesmo ponto no solo, um рага а 


136. 


137. (ПҒА) De um ponto A, situado no mesmo nível da base 


3 


| 


direita, numa direção que forma 30º com а horizontal, е о outro para a esquerda com traje- 
tória formando 45º com a horizontal. Sabendo-se que os dois têm velocidades iguais a 80 
metros por minuto, qual é a diferença, em centímetros, entre as alturas, em relação ao solo, 
atingidas pelos projéteis 7,5 segundos após o lançamento? 

(Use V2 = 1,41 е ҮЗ = 1,73) 


а) 320 em 

b) 205 em 

с) 114 cm 

а) 73 ст 

e) 41 ст = A 


(Fatec-SP) De dois observatórios, localizados em dois pontos X e Y da superfície da Terra, é 
possível enxergar um balão meteorológico B, sob ángulos de 45º e 60º, conforme é mostrado 
na figura a seguir. 


B 


Desprezando-se a curvatura da Terra, se 30 km separam X e 
Y,a altura h, em quilômetros, do balão à superfície da Terra, é: 


a) 30 — 1543 d) 45 — 1543 
b) 30 + 15/3 e) 45 + 1513 
c) 60 — 3043 


de uma torre, o ângulo de elevação do topo da torre é de 
20º. De um ponto B, situado na mesma vertical de A e 
5 m acima, o ângulo de elevação do topo da torre é de 
18º. Qual a altura da torre? Dados: use as aproximações 
tg 20º = 0,36 e tg 18º = 0,32. 

a)42m с) 44m d) 46m 
b) 43m d) 45m 
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138. (Fatec-SP) No triângulo ABC da figura tem-se que BM é a mediana relativa ao lado AC, o àn- 
gulo BAC é reto, оба medida do ângulo CBM e В é a medida do ángulo MBA. 


Sabendo que BC = 13 e AB = 5, então tg a é igual a: 


a) 30 с) 30 
97 49 
47 6 

b) 20 d) 5 


139. (ESPM-SP) Uma pessoa cujos olhos estão a 1,80 m de altura em relação ao chão avista о 
topo de um edifício segundo um ângulo de 30º com a horizontal. Percorrendo 80 m no sen- 
tido de aproximação do edifício, esse ângulo passa a medir 60º. Usando o valor 1,73 para a 
raiz quadrada de 3, podemos concluir que a altura desse edifício é de aproximadamente: 


a) 59 m c) 65m 
b) 62m d) 69m 


e) 71m 


140. (UE-MG) Na figura a seguir, um fazendeiro F dista 600 m da base da montanha (ponto B). A 


medida do ángulo AFB é igual a 30º. 


CONCEITOGRAF 


Ao calcular a altura da montanha, em metros, o fazendeiro encontrou a medida correspon- 


dente a: 


a) 20043 b) 10042 


141. (Fuvest-SP) Sabe-se que x = 1 é raiz da equacáo 


(cos? а)х2 — (4 cos a sen Рух + i 


4) 25042 


sendo a e B os ángulos agudos indicados no triângulo retângulo da figura a seguir: 


> 


anc 


Pode-se então afirmar que as medidas de a e são, respectivamente, 


Ll 
a) Z e 37 e) E 
8 8 4 
р) Пет, dX 
Ж 3 Ёс 
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e) Эт 


8 
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142. (Unemat-MT) Na figura abaixo, o triângulo ABC é um triângulo equilátero de 3 cm de lado, e 
o triângulo retângulo BCD tem lados BD = 4 сте CD = 5 cm e CBD = 90º. 
с 


Qual а medida do segmento AD? 


а) ҮЗ c) V100 + УЗ е) 243 
b) 443 d) V25 + 12/3 


143. (Unesp-SP) Dado o triângulo retângulo ABC, cujos catetos são: AB = sen x e BC = cos x, os 
ângulos em А е С são: 


= =] Е = т _ = = т 
а) А= хес 2 c А= хес 2 X eJA=xecl a 
0)А-2е(-х ФА-2-хеС-х. 


144. (Unesp-SP) Dois edifícios, Х e Y, estão um em frente ao outro, num terreno plano. Um ob- 
servador, no pé do edifício X (ponto P), mede um ângulo о em relação ao topo do edifício Y 
(ponto Q). Depois disso, no topo do edifício X, num ponto R, de forma que RPTS formem um 
retângulo e QT seja perpendicular a PT, esse observador mede um ângulo B em relação ао 
ponto Q no edifício Y. 


Sabendo que a altura do edifício X é 10 m e que 3 tg a = 4tg p, 
a altura h do edifício Y, em metros, é: 


a) 40 c) 30 e) 50 EP. 

b) a d) 40 m + 
145. (Unesp-SP) Um ciclista sobe, em linha reta, uma rampa com inclinação de 3 graus a uma ve- 

locidade constante de 4 metros por segundo. A altura do topo da rampa em relação ao ponto 


de partida é 30 m. 


Topo da rampa 


30m 
— | Г | 
Ponto de partida 


Use a aproximação sen 3º = 0,05 e responda. O tempo, em minutos, que o ciclista levou para 
percorrer completamente a rampa é: 


a) 2,5 d) 15 
b) 7,5 e) 30 
c) 10 
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146. 


147. 


(Unesp-SP) Em uma residência, há uma área de lazer 
com uma piscina redonda de 5 m de diâmetro. Nessa 
área há um coqueiro, representado na figura por um Р а о 


ponto 0. 
Se a distância de 0 (coqueiro) ao ponto de tangência 6m 


T (da piscina) é 6 m, a distância d = QP do coqueiro 


à piscina, é: 
a) 4m c) 5m e)6m 
b) 4,5 m d) 5,5 т 


(UF-PR) Na figura ao lado, os pontos A e Р pertencem à circunferência de centro na origem 
e raio 1, o ponto R pertence ao eixo das abscissas e o ângulo t, em radianos, pode variar 


no intervalo Q z) , dependendo da posição ocupada por P Com base nessas informações, 


considere as afirmativas a seguir: 
I. O comprimento do segmento АР é 2 cos t. 
Il. A área do triângulo OAP, em função do ângulo t, é dado por f(t) = = sen t. 


III. A área do triângulo ORP, em função do ângulo t, é dado por g(t) = = sen (2t). 
Assinale a alternativa correta. 

a) Somente a afirmativa III é verdadeira. 

b) Somente a afirmativa Il é verdadeira. 

с) Somente as afirmativas Il e Ill são verdadeiras. 
d) Somente as afirmativas | e Ill são verdadeiras. 
e) Somente as afirmativas | e Il são verdadeiras. 


148. (UFF-RJ) Um caminhão pipa deve transportar água da cidade A para a cidade Z. A figura abai- 


xo ilustra os caminhos possíveis que o motorista do caminhão pode tomar. As setas indicam 
o sentido obrigatório de percurso. Os valores colocados próximo às setas especificam o custo 
de transporte (todos dados em uma mesma unidade monetária) para o trecho em questão. 


ей 


ША 
4sen| 7 


Marque a opção que indica o caminho de menor custo total de transporte de A para Z. 


a A>B>Y>2Z с А-С-В->УҮ-27 её)А-0-Ү-2 
р)А-8-Х-212 d А-0-8-3Х-12 
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149. (Enem-MEC) Para determinar a distância de um barco até a praia, um navegante utilizou o 
seguinte procedimento: a partir de um ponto A, mediu o ângulo visual о fazendo mira em um 
ponto fixo P da praia. Mantendo o barco no mesmo sentido, ele seguiu até um ponto B de 
modo que fosse possível ver o mesmo ponto P da praia, no entanto sob um ángulo visual 2a. 


A figura ilustra essa situação: 
Р 


2a Trajetória do barco 
A B 


Suponha que o navegante tenha medido o ángulo a = 30º e, ao chegar ao ponto B, verificou 
que o barco havia percorrido a distância AB = 2000 m. Com base nesses dados e mantendo 
a mesma trajetória, a menor distância do barco até o ponto fixo P será: 


a) 1 000 m d) 2 000 m 
b) 1 00043 m e) 2 00043 m 


с) 2 000 38 m 


150. (Enem-MEC) Um balão atmosférico, lançado em Bauru (343 quilômetros a Noroeste de São 
Paulo), na noite do último domingo, caiu nesta segunda-feira em Cuiabá Paulista, na região 
de Presidente Prudente, assustando agricultores da região. O artefato faz parte do programa 
Projeto Hibiscus, desenvolvido por Brasil, França, Argentina, Inglaterra e Itália, para a medi- 
ção do comportamento da camada de ozônio, e sua descida se deu após o cumprimento do 
tempo previsto de medição. 


Disponível em: http://www.correiodobrasil.com.br. Acesso em: 2 maio 2010. 


Balão 


E PS Г 


1,8 km А 3,7 кт B 


Na data do acontecido, duas pessoas avistaram о baláo. Uma estava а 1,8 km da ровісао 
vertical do balão e o avistou sob um ângulo de 60º; a outra estava 5,5 km da posição vertical 
do balão, alinhada com a primeira, e no mesmo sentido, conforme se vê na figura, e o avistou 
sob um ângulo de 30º. 


Qual a altura aproximada em que se encontrava o balão? 


a) 1,8 km d) 3,7 km 
b) 1,9 km e) 5,5 km 
c) 3,1 km 
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151. 


152. 


153. 


154. 


(UF-PA) Considere as seguintes informações: 


De dois pontos A e B, localizados na mesma margem de um rio, avista-se um ponto C, de 
difícil avesso, localizado na margem oposta; 


Sabe-se que B está distante 1 000 metros de A; 


Com o auxílio de um teodolito (aparelho usado para medir ângulos) foram obtidas as se- 
guintes medidas: BAC = 30º e ABC = 80º. 
Deseja-se construir uma ponte sobre o rio, unindo o ponto C a um ponto D entre A e B, de 
modo que seu comprimento seja mínimo. Podemos afirmar que o comprimento da ponte 
será de aproximadamente: 


a) 524 metros c) 1 048 metros e) 477 metros 
b) 532 metros d) 500 metros 


(Unicamp-SP) Laura decidiu usar sua bicicleta nova para subir uma rampa. As figuras abaixo 
ilustram a rampa que terá que ser vencida e a bicicleta de Laura. 


a) Suponha que a rampa que Laura deve subir tenha ângulo de inclinação о, tal que 
cos (a) = \ 0,99. Suponha, também, que cada pedalada faça a bicicleta percorrer 3,15 m. 
Calcule a altura h (medida com relação ao ponto de partida) que será atingida por Laura 
após dar 100 pedaladas. 


b) O quadro da bicicleta de Laura está destacado na figura à direita. Com base nos dados da 
figura, e sabendo que a mede 22 cm, calcule o comprimento b da barra que liga o eixo da 
roda ao eixo dos pedais. 


CONCEITOGRAF 


(UF-RS) Dois quadrados de lado L estão, inicialmente, perfeitamente 
sobrepostos. O quadrado de cima é branco e o de baixo, vermelho. O 
branco é girado de um ângulo 6 em torno de seu centro O, no sentido 
anti-horário, deixando visíveis quatro triângulos vermelhos, como mos- 
tra a figura a seguir. 


Determine a soma das áreas dos quatro triângulos vermelhos em fun- 
ção do ângulo 6. 


B 
(UF-SC) Na figura a seguir determine a medida do seg- 27 
mento АВ, em cm, sabendo que sen а = 0,6. 


S E. 
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155. (UF-GO) Para dar sustentação a um poste telefônico, utilizou-se um outro poste com 8 m de 
comprimento, fixado ao solo a 4 m de distância do poste telefônico, inclinado sob um ângulo 
de 60º, conforme a figura abaixo. 


cabo 


60/N 
Considerando-se que foram utilizados 10 m de cabo para ligar os dois postes, determine a 
altura do poste telefônico em relação ao solo. 


Triângulos quaisquer 


156. (UF-RS) No triângulo representado na figura abaixo, AB e AC têm a mesma medida, e a altura 


relativa ao lado BC é igual a = da medida de ВС. 


A 


B É 


Com base nesses dados, o cosseno do ângulo CAB é: 


a) 2 с) E e) = 
25 5 6 
4 5 

5720 ыг 


157. (Unifesp-SP) Em um triângulo com lados de comprimentos а, В, c, tem-se 
(a + b + с)(а + b — с) = Зар. A medida do ângulo oposto ao lado de comprimento с é: 


a) 30º c) 60º e) 120º 
b) 45º d) 90º 


158. (UE-PI) Se os lados de um triângulo medem a, b e Va? + ab + 02, quanto mede o maior ân- 
gulo do triángulo? 


a) 30% с) 60% е) 120% 
b) 45º d) 90º 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


159. (UF-RS) As medidas dos lados de um triângulo são proporcionais a 2,2 e 1. Os cossenos de 
seus ângulos internos são, portanto, 


QE dr 
27278 


160. (FGV-SP) A figura ilustra as medidas que um topógrafo to- 
mou para calcular a distância do ponto A a um barco anco- 
rado no mar. 
sen 62º = 0,88; cos 62º = 0,47 
sen 70º = 0,94; cos 70º = 0,34 
a) Use os dados obtidos pelo topógrafo e calcule a distân- 
cia do ponto A ao barco. É conveniente traçar a altura 
AH do triângulo ABC. 

b) Use esses mesmos dados para calcular o valor de cos 48º. Se quiser, utilize os produtos: 
88 - 94 = 8272 e 47 · 34 = 1598. 


а 
CONCEITOGRAF 


161. (ITA-SP) Considere o triângulo ABC de lados a = BC, b = AC ec = AB e ángulos internos 
а = САВ, B = ABC e y = BCA. Sabendo-se que а equação x? — 2bx cos а + b? — a? = 0 
admite c como raiz dupla, pode-se afirmar que: 


8) a — 90? d) O triángulo é retângulo apenas se a = 45º. 
b) B = 60º e) O triângulo é retângulo e b é hipotenusa. 
c) y = 90º 


162. (UF-GO) Uma empresa de engenharia deseja construir uma estrada ligando os pontos A e B, 
que estão situados em lados opostos de uma reserva florestal, como mostra a figura abaixo. 


A С D 


B 


A empresa optou por construir dois trechos retilíneos, denotados pelos segmentos AC e CB, 
ambos com o mesmo comprimento. Considerando que a distância de A até B, em linha reta, 
é igual ao dobro da distância de B a D, o ângulo «, formado pelos dois trechos retilíneos da 


estrada, mede: 
a) 150º c) 130º e) 110º 
b) 140º d) 120º 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


163. (UF-GO) Dois observadores, situados nos pontos A e B, a uma distância d um do outro, como 
mostra a figura abaixo, avistam um mesmo ponto no topo de um prédio de altura H, sob um 
mesmo ângulo 6 com a horizontal. 


CONCEITOGRAF 


Sabendo que o ángulo ABC também mede 0 e desconsiderando a altura dos observadores, 
a altura H do prédio é dada pela expressão: 


Emi -4 1 1 
a) Н = d sen (S) cos o C) H z 18 0 sen 0 e) H d sen (£) sec o 
b) H = d cos 0 sen 6 d) H = 5 tg 0 sec 0 


164. (Fatec-SP) Sejam о, В е y as medidas dos ângulos internos de um triângulo. 
sena 3 sena 
sen B 5” seny 

lado desse triângulo é: 
a) 5 c) 15 e) 25 
b) 10 d) 20 


= 1 е о perímetro do triângulo é 44, então a medida do maior 


165. (Unesp-SP) No dia 11 de março de 2011, 
o Japão foi sacudido por terremoto com 
intensidade de 8,9 na Escala Richter, com 
o epicentro no Oceano Pacífico, a 360 km 
de Tóquio, seguido de tsunami. A cidade 
de Sendai a 320 km a nordeste de Tóquio, Mar do Japão 
foi atingida pela primeira onda do tsunami 


após 13 minutos. Sendai 


(O Estado de S. Paulo, 13.03.2011. Adaptado.) EDICORHO 
Baseando-se nos dados fornecidos e sa- 
bendo que cos a = 0,934, onde a é o 
ângulo Epicentro-Tóquio-Sendai, e que 
28. 32. 93,4 = 215100, a velocidade OCEANO 


média, em km/h, com que a 1º onda do 22 
tsunami atingiu até a cidade de Sendai 

foi de: 

a) 10 d) 250 

b) 50 e) 600 

c) 100 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


166. (UF-PI) Um engenheiro, utilizando seus conhecimentos em trigonometria para calcular а 
distância entre um ponto A e um ponto P considerado inacessível, procedeu da seguinte 
forma: mediu a distância do ponto A até um ponto acessível B, além dos ângulos ВАР е АВР, 
encontrando 800 т, 60º е 75º, respectivamente. Nessas condições, se supusermos que 
ҮЗ = 1,73, a distância entre os pontos A e P vale, aproximadamente: 


а) 1 120 т с) 920 т е) 720 т 
р) 1 092 т d) 850 т 


167. (UF-PR) A figura abaixo mostra ит quadrado ABCD no qual os segmentos ВС е ЕС medem 4 
cm e 1 cm, respectivamente. 


D [e 


A B 


а) Calcule o perímetro do triángulo de vértices A, E e C. 
b) Calcule o seno e o cosseno do ângulo a. 
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1 b 26. 
2. а 27. 
3. c 28. 
4. c 

5. c 29. 
6. a 30. 
7. FV,F FeV 31. 
8. а 32. 
9. а 33. 
10. b 34. 
11. b 35. 
12. b 36. 
13. d 37. 
14. k = T2. 38. 
15. d 39. 
16. d 40. 
17.c 41. 
18. е 42. 
19. d "m 
20. b 

21. a 44. 
22. b 45. 
23. b 46. 
24.c 47. 
25. d 48. 
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Respostas 
das questões 
de vestibulares 


a 
(001), (004) e (008) 

а) 17 °C a 25 °С 

b) Às 14 horas e às 22 horas 


oO oooocococooocdococ 


4 
de 
N2 - q meses 
8 oscilações completas 


8 
3:0 


10 


)е (20, 0) 


0) Q(2, 0), 8 


0,75 е 0,045 
x = 20; 260 toneladas 
d 
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RESPOSTAS DAS QUESTÕES DE VESTIBULARES 


49. 
50. 
51. 
52. 
53. 
54. 
55. 
56. 
57. 


58. 


59. 
60. 


61. 


62. 


63. 
64. 


65. 


66. 
67. 
68. 
69. 
70. 
71. 
72. 


13. 


74. 


75. 
76. 


77. 


о 0000000 о 


- 4 = 
a) cos x = — e cos y = 


b) sen (x + y) = 1 e cos 


a) h(x) = 2 — sen (2x) 
b) 3 


2\6 


1 
sen x = —— ẹ cos x = ——— 


5 5 


- 3 ЯГ 
máximo = 2 mínimo = —3 


Бат 
= — + . 
X 12 К-т,КЄ2 


2306 


3 
5 
(х = y 


) = == 


25 


78. 


100. 


101. 
102. 
103. 


104. 


105. 
106. 


107. 


а 


а оре 
6 2 6 


х= > со х = ҮЗ;х == 
Эт 


6 


= cotgx = 0;x = => cotg x = –үЗ 
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RESPOSTAS DAS QUESTÕES DE VESTIBULARES 


108. F, V, F, F e V 133. c 
134. а 
109. (в - - A + 2km ou a = = + жа) e 135. b 
т e 136. d 
(= T +2kmoub=2% +2кт}кє7 137. а 
- 138.a 
139.e 
(в - TE + 2km ou a = 21" y жт) e 140. a 
141. d 
(b= 4* + 2km oub = ŠE + 2km); keZ 142.d 
110. c 143. d 
111. d 144. d 
112. а 145. а 
113. b 146. а 
114. а) 80 mmHg 147. с 
р)ї = 0,75 8 148. с 
115. 60 149. b 
116. а) 3,2 т 150. с 
b) Oh, 12h, 24h 151.а 
117.44 152.а)31,5т 
118.c b) 114243 + 1) cm 
330 153. 12 ѕеп 20 
120.0 (1 + беп 0 + сов 0)? 
adii 154. 96 cm 
122.0 155. (6 + 443) m 
42958 156. а 
лэн p 157. с 
anoss e q а 
3 3 159. с 
127. а) 12h48min 160. а) 46,81 т 
b) 181 dias b) 0,67 
128. а) (х) = və - sen x, com x єр: г Jere 
162. d 
b 12412112: 163. d 
1746 е 164. а 
129. а жеде 
т т бт 166. b 
азо. [2,5] |, 52| 167. а) 6 + 4V2 ст 
ponds b) sep cos - 7/2 
132. с 12” 10 
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Tabela de razões trigonométricas 


Angulo 
(graus) Бас 
íl, 0,01745 
2 0,03490 
3 0,05234 
4 0,06976 
5) 0,08716 
6 0,10453 
E 0,12187 
8 0,13917 
9 0,15643 
10 0,17365 
11 0,19087 
12 0,20791 
13 0,22495 
14 0,24192 
15 0,25882 
16 0,27564 
17 0,29237 
18 0,30902 
19 0,32557 
20 0,34202 
21 0,35837 
22 0,37461 
23 0,39073 
24 0,40674 
25 0,42262 
26 0,43837 
27 0,45399 
28 0,46947 
29 0,48481 
30 0,50000 
211 0,51504 
32 0,52992 
33 0,54464 
34 0,55919 
So 0,57358 
36 0,58779 
37 0,60182 
38 0,61566 
39 0,62932 
40 0,64279 
41 0,65606 
42 0,66913 
43 0,68200 
44 0,69466 
45 0,70711 


Cosseno 


0,99985 
0,99939 
0,99863 
0,99756 
0,99619 
0,99452 
0799255) 
0,99027 
0,98769 
0,98481 


0,98163 
0,97815 
0,97437 
0,97030 
0,96593 
0,96126 
0,95630 
0,95106 
0,94552 
0,93969 


0,93358 
0,92718 
0,92050 
0 91555 
0,90631 
0,89879 
0,89101 
0,88295 
0,87462 
0,86603 


0,85717 
0,84805 
0,83867 
0,82904 
0,81915 
0,80903 
0,79864 
0,78801 
O T Ts 
0,76604 


0,75471 
0,74314 
0,73135 
0,71934 
0,70711 


Tangente 


0,01746 
0,03492 
0,05241 
0,06993 
0,08749 
0,10510 
0,12278 
0,14054 
0,15838 
0,17633 


0,19438 
0,21256 
0,23087 
0,24933 
0,26795 
0,28675 
0,30573 
0,32492 
0,34433 
0,36397 


0,38386 
0,40403 
0,42447 
0,44523 
0,46631 
0,48773 
0,50953 
(БӘЛЕ 
0,55431 
0,57735 


0,60086 
0,62487 
0,64941 
0,67451 
0,70021 
0,72654 
0,75355 
0,78129 
0,80978 
0,83910 


0,86929 
0,90040 
0,93252 
0,96569 
1,00000 


Ângulo 
(graus) 


Fundamentos de Matemática Elementar 


Seno 


0,71934 
0,73135 
0,74314 
0,75471 
0,76604 


0,77715 
0,78801 
0,79864 
0,80903 
0,81915 
0,82904 
0,83867 
0,84805 
0,85717 
0,86603 


0,87462 
0,88295 
0,89101 
0,89879 
0,90631 
0,91355 
0,92050 
0,92718 
0,93358 
0,93969 


0,94552 
0,95106 
0,95630 
0,96126 
0,96593 
0,97030 
0,97437 
0,97815 
0,98163 
0,98481 


0,98769 
0,99027 
0,99255 
0,99452 
0,99619 
0,99756 
0,99863 
0,99939 
0,99985 


Cosseno 


0,69466 
0,68200 
0,66913 
0,65606 
0,64279 


0,62932 
0,61566 
0,60182 
0,58779 
0,57358 
0,55919 
0,54464 
0,52992 
0,51504 
0,50000 


0,48481 
0,46947 
0,45399 
0,43837 
0,42262 
0,40674 
0,39073 
0,37461 
0,35837 
0,34202 


0,32557 
0,30902 
0,29237 
0,27564 
0,25882 
0,24192 
0,22495 
0,20791 
0,19087 
0,17365 


0,15643 
0,13917 
0,12187 
0,10453 
0,08716 
0,06976 
0,05234 
0,03490 
0,01745 


Tangente 


1,03553 
1,07237 
1,11061 
1,15037 
4,418 115) 


1,23499 
1,27994 
1,32704 
1,37638 
1,42815 
1,48256 
1,53986 
1,60033 
1,66428 
1,73205 


1,80405 
1,88073 
1,96261 
2,05030 
2,14451 
2,24604 
2,35585 
2,47509 
2,60509 
2,74748 


2,90421 
3,07768 
3,27085 
3,48741 
3,73205 
4,01078 
4,33148 
4,70463 
5,14455 
5,67128 


6,31375 
7,11537 
8,14435 
9,51436 
11,43010 
14,30070 
19,08110 
28,63630 
57,29000 
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Significado das siglas de vestibulares 


Enem-MEC — Exame Nacional do Ensino Médio, Ministério da Educação 
ESPM-SP — Escola Superior de Propaganda e Marketing, São Paulo 
Fatec-SP — Faculdade de Tecnologia de São Paulo 

FEI-SP — Faculdade de Engenharia Industrial, São Paulo 

FGV-RJ — Fundação Getúlio Vargas, Rio de Janeiro 

FGV-SP — Fundação Getúlio Vargas, São Paulo 

Fuvest-SP — Fundação para o Vestibular da Universidade de São Paulo 
ITA-SP — Instituto Tecnológico de Aeronáutica, São Paulo 
Mackenzie-SP — Universidade Mackenzie de São Paulo 

PUC-PR — Pontifícia Universidade Católica do Paraná 

PUC-RJ — Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro 
PUC-RS — Pontifícia Universidade Católica do Rio Grande do Sul 
UE-CE — Universidade Estadual do Ceará 

UE-GO — Universidade Estadual de Goiás 

UE-RJ — Universidade do Estado do Rio de Janeiro 

UE-PI — Universidade Estadual do Piauí 

UF-AM — Universidade Federal do Amazonas 

UF-CE — Universidade Federal do Ceará 

UF-GO — Universidade Federal de Goiás 

UF-MS — Universidade Federal de Mato Grosso do Sul 

UF-PA — Universidade Federal do Pará 

UF-PE — Universidade Federal de Pernambuco 

UF-PI — Universidade Federal do Piauf 

UF-PR — Universidade Federal do Paraná 

UF-RN — Universidade Federal do Rio Grande do Norte 

UF-RS — Universidade Federal do Rio Grande do Sul 

UF-SC — Universidade Federal de Santa Catarina 

U.F. Uberlândia-MG — Universidade Federal de Uberlândia, Minas Gerais 
UFF-RJ — Universidade Federal Fluminense, Rio de Janeiro 

Uneb-BA — Universidade do Estado da Bahia 

Unesp-SP — Universidade Estadual Paulista, São Paulo 

Unifesp-SP — Universidade Federal de São Paulo 

Unemat-MT — Universidade do Estado de Mato Grosso 


3 | Fundamentos de Matemática Elementar 


311 


FUNDAMENTOS DE MATEMÁTICA ELEMENTAR 
é uma coleção consagrada ao longo dos 
anos por oferecer ao estudante o mais 
completo conteúdo de Matemática 
elementar. Os volumes estão organizados 
da seguinte forma: 


VOLUME 1 | conjuntos, funções 
наан 


VOLUMES combinatória, 
probabilidade 
complexos, polinómios, 

VOLUME 6 д 
equações 

LUME 7 | geometria analítica 


limites, derivadas, 
oções de integral 


| VOLUME 10 geometria espacial 


matemática comercial, 
VOLUME 11 | matemática financeira, 
estatística descritiva 


A coleção atende a alunos do ensino 
médio que procuram uma formação 

mais aprofundada, estudantes em fase 
pré-vestibular e também universitários que 
necessitam rever a Matemática elementar. 


ag 
po ual 


Os volumes contém teoria e 
exercícios de aplicação, além 
de uma seção de questões de 
vestibulares, acompanhadas de 
respostas. Há ainda uma série 
de artigos sobre história da 
Matemática relacionados aos 
temas abordados. 


Na presente edição, a seção 
de questões de vestibulares foi 


atualizada, apresentando novos 
testes e questões dissertativas 
selecionados a partir dos 
melhores vestibulares do país. 
| 
917885 6849 
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